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Предисловие
Настоящее учебное пособие составлено в соответствии с действу­
ющей типовой программой и предназначено для изучения дисциплин 
«Теоретические основы электротехники», «Электротехника и электрони­
ка», а также «Электрические цепи и сигналы» студентами вузов, обучаю­
щимися по специальностям 030502.06, 030501.08, 030502.08, 030505.08, 
030503.09, 030504.08, 030501.15, 030503.19, 030504.19. Основное внимание 
авторы уделили логичности и стройности изложения материала, по воз­
можности теснее увязывая его с практическими приложениями, однако 
в зависимости от направления обучения специальности, принятой методи­
ки обучения и рабочих программ по дисциплинам последовательность из­
ложения материала и степень его детализации могут варьироваться.
Данное пособие представляет собой пятую .часть раздела «Линейные 
электрические цепи» дисциплины «Теоретические основы электротехни­
ки» и служит для создания теоретической базы, необходимой для изучения 
специальных дисциплин, тематически связанных с автоматизацией техно­
логических процессов, электроснабжением и электрооборудованием соот­
ветствующих отраслей.
По сравнению с содержанием известных изданий материал пособия 
переработан с учетом требований ГОСТов и современных методов матема­
тического описания процессов в электротехнических устройствах и элек­
трических цепях.
Введение
В современной электротехнике важную роль играют нелинейные 
элементы, т. е. элементы, параметры R, L и С которых не являются посто­
янными величинами, а зависят от тока или напряжения. Многие процессы 
в электрических цепях возможны только с участием нелинейных элемен­
тов. Это выпрямление, генерация, усиление, стабилизация и др. Электричес­
кую цепь называют нелинейной, если она содержит элементы, параметры R, 
L или С которых зависят от значений или направлений тока и напряжения. 
Нелинейные элементы подразделяют на резистивные, индуктивные и ем­
костные.
Нелинейные резисторы (HP), в отличие от линейных, обладают не­
линейными вольт-амперными характеристиками. Напомним, что вольт-ам- 
перная характеристика (ВАХ) -  это зависимость тока, протекающего через 
резистор, от напряжения на нем. Нелинейные резисторы могут быть под­
разделены на две большие группы: неуправляемые и управляемые.
В управляемых HP, в отличие от неуправляемых, кроме основной 
цепи, как правило, есть еще по крайней мере одна вспомогательная или 
управляющая цепь, воздействуя на ток или напряжение которой можно 
деформировать ВАХ основной цепи. В неуправляемых HP ВАХ изобража­
ется одной кривой, а в управляемых -  семейством кривых.
В группу неуправляемых HP входят лампы накаливания, электриче­
ская дуга, бареттер, газотрон, стабиловольт, тиритовые сопротивления, по­
лупроводниковые выпрямители (диоды) и некоторые другие.
В группу управляемых HP входят трехэлектродные (и более) лампы, 
транзисторы, тиристоры, терморезисторы, фоторезисторы, фотодиоды, маг­
ниторезисторы, магнитодиоды, магнитотранзисторы и другие элементы.
В основу расчета режима цепи, содержащей нелинейный элемент, 
кладется ВАХ этого элемента -  зависимость между током и напряжением. 
Эта зависимость может быть задана аналитическим выражением или гра­
фическим способом.
Глава 1. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 
ПОСТОЯННОГО ТОКА
1.1. Вольт-амперная характеристика 
нелинейных резисторов
На рис. 1.1 изображены 15 типов наиболее часто встречающихся 
ВАХ неуправляемых резисторов. ВАХ, приведенную на рис. 1.1, л, имеют, 
например, лампы накаливания с металлической нитью. Чем больше проте­
кающий через них ток, тем сильнее нагревается нить и тем больше стано­
вится ее сопротивление.
Если величину, откладываемую по оси абсцисс, обозначить как*, 
а величину, откладываемую по оси ординат, как f(x), то характеристика 
ВАХ, приведенная на рис. 1.1, а, подчиняется следующему условию:
f (x ) = - f ( - x ) .
Нелинейные резисторы, для которых выполняется это условие, назы­
ваются неуправляемыми резисторами HP с симметричной вольт-амперной 
характеристикой.
ВАХ, приведенной на рис. 1.1,6, обладают варисторы, некоторые 
типы терморезисторов и лампы накаливания с угольной нитью. Для дан­
ной группы характерно, что с увеличением протекающего тока сопротив­
ление их уменьшается. ВАХ их симметрична.
ВАХ, приведенной на рис. 1.1, в, обладает, например, бареттер. Ба­
реттер выполняют в виде спирали из стальной проволоки, помещенной 
в стеклянный сосуд, заполненный водородом при давлении порядка 
80 мм рт. ст. В определенном диапазоне изменения тока ВАХ бареттера 
расположена почти горизонтально. Бареттер используют, например, для 
стабилизации тока накала электронных ламп при изменении напряжения 
питания. ВАХ на рис. 1.1, в также симметрична.
ВАХ, приведенная на рис. 1.1, г, в отличие от предыдущих, несим­
метрична. Ею обладают полупроводниковые диоды (кремниевые, герма­
ниевые), широко применяемые для преобразования переменного тока 
в постоянный. Они способны пропускать ток практически только в одном,
проводящем, направлении. Широко используют их также в различных дат­








Рис. 1.1. Вольт-амперные характеристики нелинейных резисторов: 
а -  лампы накаливания с металлической нитью; б -  варистора; в -  бареттера; 
г -  кремниевого диода; д -  газотрона; е -  двухэлектродной выпрямительной лампы; 
ж -  лампы с тлеющим разрядом; ч -  точечного кремітевого диода; и -  однотипного 
электрода; к -  туннельного диода; л -  четырехслойного кремниевого диода; м -  лямбда- 
диода; н -  диодного ограничителя; о -  полупроводникового стабилизатора тока; 
п -  встречновключенных туннельных диодов
ВАХ, приведенную на рис. 1.1, г), имеют электрическая дуга с разно­
родными электродами, газотрон и некоторые типы терморезисторов. Если 
напряжение повышать с нуля, то сначала ток растет, но остается весьма ма­
лым; после достижения напряжения Ut. (напряжения зажигания) происходят 
резкое увеличение тока в цепи и снижение напряжения на электрической 
дуге или газотроне. Для верхнего участка ВАХ приращению тока соответ­
ствует убыль напряжения на нелинейном сопротивлении. Участок ВАХ ти­
па верхнего участка кривой (см. рис. 1.1, д) называется падающим участком 
волът-амперной характеристики. Падающий участок ВАХ представляет 
собой такой ее участок, на котором положительному приращению тока че­
рез HP соответствует отрицательное приращение напряжения на нем.
Электрическую дугу широко применяют при сварке металлов, 
в электротермии (в дуговых электропечах), а также в качестве мощного ис­
точника электрического освещения, например в прожекторах. Газотрон 
представляет собой лампу с двумя электродами, заполненную благород­
ным газом (неоном, аргоном и др.) или парами ртути.
ВАХ, приведенную на рис. 1.1, е, имеет двухэлектродная выпрями­
тельная л ам п а- кенотрон. По нити накала лампы пропускают ток. Этот 
ток разогревает катод (один из двух электродов лампы) до высокой темпе­
ратуры, в результате чего с поверхности катода начинается термоэлек­
тронная эмиссия. Под действием электрического поля поток электронов 
направляется ко второму, холодному, электроду -  аноду. В начальной час­
ти ВАХ зависимость тока от напряжения подчиняется закону трех вторых:
3
і = а и2 . ВАХ кенотрона несимметрична, это объясняется тем, что поток 
электронов направляется с катода на анод только в том случае, если анод 
положителен по отношению к катоду.
ВАХ, приведенной на рис. 1.1,.ж, обладают лампы с тлеющим раз­
рядом. К числу их относятся стабиловольты (стабилитроны) и неоновые 
лампы. При тлеющем разряде благородный газ, которым заполнена лампа, 
светится. ВАХ на рис. 1.1, ж  свидетельствует о том, что в определенном 
диапазоне значений токов напряжение на лампе остается практически не­
изменным.
Некоторые типы точечных германиевых и кремниевых диодов име­
ют ВАХ, приведенную на рис. 1.1, з.
Электрическая дуга между электродами, выполненными из одного 
и того же материала и находящимися в одинаковых условиях, имеет ВАХ, 
подобную приведенной на рис. 1.1, и.
ВАХ туннельного диода изображенана на рис. 1.1, к, ВАХ четырех­
слойного германиевого (кремниевого) диода -  динистора -  на рис. 1.1, л.
ВАХ лямбда-диода изображена на рис. 1.1, л/, ВАХ диодного огра­
ничителя тока -  на рис. 1.1,«, ВАХ полупроводникового стабилизатора
тока -  на рис. 1.1, о. ВАХ двух одинаковых встречновключенных туннель­
ных диодов представлена на рис. 1.1, п [2, с. 407].
Из рис. 1.2 следует, что индуктивность L = у  катушки с ферромаг­
нитным магнитопроводом зависит от тока.
Рис. 1.2. Вебер-амперная характеристика индуктивной катушки 
с ферромагнитным магнитопроводом
На рис. 1.3 показана кулон-вольтная характеристика вариконда -  кон­
денсатора, в котором в качестве диэлектрика использован сигнето-диэлек- 
трический материал. Емкость такого конденсатора зависит от напряжения.
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Рис. 1.3. Кулон-вольтная характеристика вариконда
На рис. 1.4 приведены условные графические обозначения нелинейных 
резистивного, индуктивного и емкостного элементов на схемах замещения.
О
Рис. 1.4. Графические обозначения нелинейных резистивного, 
индуктивного и емкостного элементов на схемах замещения
1.2. Статическое и дифференциальное сопротивление
В зависимости от режима работы можно выделить три величины не­
линейного элемента -  статическое, дифференциальное и динамическое со­
противление. Статическое сопротивление /?ст определяется для неизме- 
няющегося конкретного напряжения (точка Л на рис. 1.5) как отношение 
этого напряжения к току:
Статическое сопротивление можно определить графически как тангенс 
угла между прямой, проведенной из начала координат через рассматривае­
мую точку А вольт-амперной характеристики (см. рис. 1.5), и осью абсцисс:
где ти и Ш; -  соответственно масштабы осей напряжения и тока (см рис 15); 
а  -  угол между осью абцисс и прямой, проведенной через начало ко­
ординат и точку А.
Рис. 1.5. ВАХ для определения статического сопротивления
Понятие дифференциального сопротивления используется в том слу­
чае, когда ток и напряжение меняются в небольших пределах от какого-либо 
значения. Дифференциальным сопротивлением ЯДИф нелинейного элемента 
в заданной точке А его характеристики называют отношение бесконечно ма­
лого приращения напряжения к соответствующему приращению тока.
Динамическое сопротивление Дди„ образуется при быстрых измене­




Дифференциальное сопротивление можно определить графически как 
тангенс угла между касательной в рассматриваемой точке А вольт-ампср- 
ной характеристики (рис. 1.6 ) и осью абсцисс:
где р -  угол между касательной в рассматриваемой точке А и осью абс­
цисс.
Рис. 1.6. ВАХ для определения дифференциального сопротивления
Очевидно, статическое и дифференциальное сопротивление нели­
нейного элемента зависит от тока и напряжения.
Пример 1
Определить значения статического и дифференциального сопротив­
лений нелинейного элемента для точки а его вольт-амперной характери­
стики, представленной на рис. 1.7.
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Статическое сопротивление в точке a RCT = ~j' = “  9 кОм. Гочка а
расположена на прямолинейном участке вольт-амперной характеристики,
dU
для которого дифференциальное сопротивление = может быть найдено
A U
как отношение конечных приращений напряжения и тока: /?диф на-
10
пример, при A U  = 10 В A I = 2 мА, следовательно, Лдиф = = 5 кОм.
Динамические сопротивления определяют для измерений тока и на­
пряжения для двух точек, разнесенных на большие расстояния (участок).
Рассмотрим общую характеристику методов расчета нелинейных 
электрических цепей постоянного тока. Из ранее изученных методов рас­
чета к нелинейным цепям применимы следующие: метоп двух узлов; заме­
на нескольких параллельно включенных ветвей одной эквивалентной; ме­
тод эквивалентного генератора, диакоптики и др.
До проведения расчета нелинейных цепей должны быть известны 
ВАХ HP, входящих в схему. Расчет нелинейных цепей постоянного тока 
производят, как правило, графически. Могут применяться и ЭВМ.
Электрическое состояние нелинейной цепи постоянного тока, так же 
как и линейной цепи постоянного тока, описывается системой алгебраиче­
ских уравнений, составленных по первому и второму законам Кирхгофа. 
Правила составления системы уравнений Кирхгофа одинаковы для линей­
ной и нелинейной цепей. Однако электрическое состояние нелинейной це­
пи описывается системой нелинейных алгебраических уравнений. Как из­
вестно, общих аналитических методов решения нелинейных уравнений не 
существует, поэтому в общем случае решение таких задач осуществляется 
численными методами математики с использованием современных вычис­
лительных машин. Однако при анализе и расчете простейших нелинейных 
цепей постоянного тока применяются графоаналитические методы, приме­
ры которых рассмотрены ниже.
1.3. Последовательное соединение нелинейных 
резисторов
На рис. 1.8, а изображена схема последовательного соединения HP с за­
данной ВАХ и линейного сопротивления R. Требуется найти ток в цепи.
Яі</)
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Рис. 1.8. Последовательное соединение линейного и нелинейного
элементов:
а -  схема соединения; б -  эквивалентная схема; в -  ВАХ
Решить поставленную задачу, применив непосредственно закон Ома, 
не представляется возможным, так как сопротивление нелинейного рези­
стора зависит от тока. Задача может быть решена, если два элемента цепи 
рис. 1.8, а заменить одним эквивалентным, т. е. «свернуть» схему рис. 1.8, а, 
преобразовав ее к виду схемы рис. 1.8, б. Вольт-амперная характеристика 
эквивалентного нелинейного элемента Ur3k (I) может быть получена гра­
фическим путем. Для любого значения тока I напряжение на эквивалент­
ном элементе в схеме рис. 1.8, б и напряжение на входных зажимах в ис­
ходной схеме должны быть равны, следовательно, вольт-амперная харак­
теристика эквивалентного элемента может быть построена путем сумми­
рования ординат вольт-амперных характеристик элементов Дь R2 
в соответствии со вторым законом Кирхгофа: Ur3k (I) = U\(I) + U2(I); гра­
фическая интерпретация этого уравнения приведена на рис. 1.8, в.
Вольт-амперная характеристика эквивалентного элемента 6 дэк(Д по­
зволяет определить ток Г цепи для любого заданного значения напряжения U, 
после чего определяют соответствующие ему значения напряжений U\ и U'2 
(см. рис. 1.8, в). Очевидно, рассмотренный метод можно применять при лю­
бом количестве последовательно включенных линейных и нелинейных эле­
ментов. В этом случае сначала находят ВАХ двух HP, затем трех и т. д.
Рассмотрим применение другого способа для расчета цепи (рис. 1.9, а) 
с двумя различными HP. ВАХ НР| (кривая 7) и НР2 (кривая 2) изображены 
на рис. 1.9, б.
а б в
Рис. 1.9. Последовательное соединение линейного и нелинейного
элементов:
а -  схема соединения; б -  ВАХ; в -  зеркальное отображение рисунка б
Предположим, что сопротивление R = 0. Так как НР2 имеет нелиней­
ную ВАХ относительно начала системы координат, то нужно построить 
нелинейную зависимость I = f ( E -  U2) относительно другого начала. Пере­
вернем кривую 2 таким образом, чтобы U2 = 0. Начало ее ВАХ (рис. 1.9, в) 
будет расположено в точке 1 = 0, Ѵ\ = Е. Отсчет положительных значе­
ний U2 ведется влево от этой точки. Поскольку положительные значе­
ния U2 на рис. 1.9, б откладываем вправо от начала координат, а на 
рис. 1.9, в -  влево, то кривая 2 на рис. 1.9, в представляет собой зеркальное 
отображение кривой 2 на рис. 1.9, б относительно вертикальной оси, про­
веденной через точку U \=  Е.
1.4. Метод пересечения характеристик
Ток и напряжение на участках цепи с последовательным соедине­
нием линейного и нелинейного элементов (рис. 1.10, а) могут быть опре­
делены путем эквивалентного преобразования схемы, рассмотренного 
выше. Однако этот метод оказывается очень громоздким в случае, если 
нелинейный элемент цепи рис. 1.10, а является управляемым или ставит­
ся задача анализа режима цепи при изменении сопротивления линейного 
резистора /?, так как в этих условиях метод эквивалентных преобразова­
ний требует многократного построения результирующей ВАХ эквива­
лентного элемента.
В методе пересечения характеристик реализуется графическое реше­
ние нелинейного уравнения, определяющего электрическое состояние це­
пи рис. 1.10, а и записанного на основании второго закона Кирхгофа:
Графическое решение данного уравнения показано на рис. 1.10, б. 
Прямая NM  соответствует линейному уравнению U2(I) = Е -  R} / и  явля­
ется внешней характеристикой линейного двухполюсника. Она построена 
по двум точкам, соответствующим режимам холостого хода и короткого 
замыкания двухполюсника (координаты точки М: 1= 0, U2 = Е, координа-
Е
ты точки N: U2 = 0, / = / кз = ^ ) .  Нелинейная зависимость U2(f) является
ВАХ нелинейного элемента. Решение уравнения будет определяться точ­
кой пересечения прямой NM с ВАХ нелинейного элемента, т. е. точкой а, 
для которой напряжение на нелинейном элементе U2(I) удовлетворяет 
этому уравнению. Перпендикуляры, опущенные из точки пересечения а 
на оси координат, определяют рабочий режим цепи, т. е. значения напря­
жений U\ и JJг на отдельных элементах цепи и тока I.
Метод пересечения характеристик позволяет, например, получить 
ответ на вопрос, как повлияет увеличение сопротивления линейного рези­
стора R на режим работы коллекторной цепи [1].
U2{I) = E - R \ L
а б
Рис. 1.10. Схема нелинейной цепи: 
а -  схема; б  -  графическое решение уравнения
1.5. Построение результирующей вольт-амперной 
характеристики параллельного соединения 
двух нелинейных резисторов
Схема параллельного соединения двух HP изображена на рис. 1.11, а; 
ВАХ HP! (кривая 7), и НР2 (кривая 2 ) -  на рис. 1.11,6. Требуется опреде­
лить токи 7,7і, 72.
и\
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Рис. 1.11. Параллельное соединение двух нелинейных резисторов: 
а -  электрическая схема двух нелинейных резисторов;
6 -  ВАХ двух нелинейных резисторов и их результирующая составляющая
При построении результирующей ВАХ исходят из того, что напря­
жения на НРі и НР2 равны в силу их параллельного соединения, а ток 
в неразветвленной части схемы 7 = 7і + 72. Кривая 3 на рис. 1 .11,6 пред­
ставляет собой результирующую ВАХ параллельного соединения НРі 
и НР2.
Строят ее следующим образом. Задается произвольно напряже­
ние (У, равное отрезку От. Проводят через точку т вертикаль. Складыва­
ют отрезок тп, равный току /2 в НР2, с отрезком тр, равным току /, в HP,: 
тп + тр = тр тп-\-тр = тр. Отрезок пщ равен току /  в неразветвленной 
части цепи при напряжении От.
Аналогично определяют и другие точки результирующей ВАХ па­
раллельного соединения и строят кривую.
В случае смешанного соединения нелинейных элементов характери­
стику эквивалентного нелинейного элемента строят при поочередном вы­
полнении рассмотренных построений [2, с. 409].
1.6. Последовательно-параллельное соединение 
сопротивлений
На рис. 1.12, а изображена схема последовательного соединения НР3 
и двух параллельно соединенных HP! и НР2. Требуется найти токи в ветвях 
схемы. Заданы ВАХ нелинейных резисторов (кривые 7, 2, 3 на рис. 1.12, б) 
и источник ЭДС Е. Сначала строим ВАХ HP суммы параллельного соеди­
нения сопротивлений НРі и НР2 в соответствии с методикой, рассмотрен­
ной в п. 1.5 (кривая 7 + 2 на рис. 1.12, б). После этого цепь сводится к по­
следовательному соединению НР3 и полученного НР(7 + 2).
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Рис. 1.12. Последовательно-параллельное соединение сопротивлений: 
а -  электрическая схема сметанного соединения трех нелинейных резисторов;
6 -  ВАХ трех нелинейных резисторов и их результирующая составляющая
Для определения тока/3 применяем второй способ путем построения 
кривой 3' относительно точки 11 ^ Е (см. п. 1.3). Кривая 3' (см. рис. 1.12, б) 
представляет собой ВАХ НР3, зеркально отраженную относительно вертика­
ли, проведенной через точку U = Е. Параметры точки пересечения кривой 3' 
с кривой 7 + 2  удовлетворяют второму закону Кирхгофа, когда £/3 + UX2 = Е, 
и первому закону Кирхгофа, когда сумма токов 1\ + 72 = /3 [2, с. 409].
1.7. Расчет разветвленной нелинейной цепи 
методом двух узлов
Для схем, содержащих только два узла, и схем, которые можно све­
сти к ним, применяют метод двух узлов. Рассмотрим его на примере схемы 
(рис. 1.13, а). В схеме три HP и три источника ЭДС. Пусть ВАХ HP изо­
бражаются кривыми (рис. 1.13, б -г). Для определенности положим, что
Е]> Е2> Е3. Выберем положительные направления для токов. Пусть, на­
пример, токи /| и /2 направлены к узлу а. Тогда согласно первому закону 
Кирхгофа /і + 12 -  h  = 0.
а б
Рис. 1.13. Разветвленная нелинейная цепь: 
а -  электрическая схема параллельного соединения трех нелинейных резисторов; 
б -  нелинейная функция тока на элементе НРі; в -  нелинейная функция тока 
на элементе НР2; г -  нелинейная функция тока на элементе НРз
Каждый из токов является нелинейной функцией падения напряже­
ния на своем HP. Так, 1\ является функцией Ѵ\, І2-  функцией U2 и /3-  
функцией U3. Выразим все токи в функции одного переменного -  напря­
жения Uah между двумя узлами. Предположим, что каждая ветвь работает 
самостоятельно от некоторого регулируемого источника напряжения. По 
второму закону Кирхгофа для контуров, составленных из ветви и напряже­
ния Uab, следует, что
Uab -  Е\ — І\ ‘ /?ь 
Uüb = Е2 —12 ' R2,
U(ib = Е3 -  h ‘ Ъ-
Для этого выразим значения Ux, U2, U3 через соответствующие ЭДС и Uab:
Ux= E x- U ab.U ab = Ux- E x,
U2 -  Е2-  Uab Uab = U2- E 2,
U3 = E3- U ah. Uab = U3- E 3.
Таким способом можно решить задачу о том, каким образом можно 
перестроить кривую l x= f(U x)~  в кривую Ix= f(U ab)9 кривую I2 = f(U 2) -  
в кривую / 2 = f(U ab)  и т. д. На рис. 1.14, а показано, как из кривой Ix = f(U x) 
(см. рис. 1.13,6 )  получить кривую I\ = f(U ab) -  точки на рисунках обозна­
чены одинаковыми цифрами.
а б
Рис. 1.14. Графики расчета нелинейных цепей методом двух узлов: 
а -  нелинейная функция тока на элементе НРЗ и симметричная ей кривая; 
б -  нелинейная функция для всех ветвей схемы
Для точки 5 кривой (см. рис. 1.14, а) І\ = 0 и IJX = 0; при этом 
Uab = Ех, т. е. начало кривой Ix = f{U ab\  сдвинуто в точку lJab = Е х.
Росту Ux при Ui > 0 соответствует убыль Uab• Для точки 2 при Ѵх = Ех 
Uab = 0. Росту ІІХ при Ux< 0 отвечает рост Uab, причем Uab > Ех.
На основании изложенного рекомендуется поступать следующим 
образом:
1) сместить кривую І\ = f(U \)  параллельно самой себе так, чтобы ее 
начало находилось в точке Uab = Е\ (кривая, полученная в результате пере­
носа, представлена штриховой линией на рис. 1.14, я);
2) провести через точку Uah = Е\ вертикаль и зеркально отразить 
штриховую линию относительно вертикали.
Аналогичным образом перестраивают кривые и для других ветвей 
схемы. Кривые I\ = f(U ah), /2 = f{U ah) и /3 = f(U ah) изображены на одном ри­
сунке (кривые 1, 2, 3 на рис. 1.14, 6 ). Все они соответствуют параллельным 
HP (без£). Построим для них кривую 1\ + / 2 + / 3 = f{U ah) (кривая 4 на 
рис. 1.14, б ), просуммировав ординаты кривых /, 2, 3. Точка т пересечения 
кривой 4 с осью абсцисс дает значение Uab. Восстановим в этой точке пер­
пендикуляр к оси абсцисс. Ординаты точек пересечения перпендикуляра 
с кривыми 1, 2, 3 дадут соответственно токи / ь /2 и / 3 по величине и по 
знаку. Суммарное значение этих отрезков дает значение тока /4 = 0, т. с. 
в этой точке выполняется первый закон Кирхгофа [2, с. 411].
1.8. Замена нескольких параллельных ветвей, 
содержащих нелинейные резисторы и источники 
электродвижущей силы, одной эквивалентной
Предположим, что имеется совокупность нескольких параллельных вет­
вей, содержащих HP и источники ЭДС (рис. 1.15, я). Параллельные ветви вхо­
дят в состав сложной схемы, не показанной на рис. 1.15, я. Каковы должны 
быть ЭДС и ВАХ эквивалентного нелинейного резистора НРЭКВ участка схемы 
(рис. 1.15,6), чтобы он был эквивалентен параллельным ветвям (см. рис. 1.15, я)?
Одна ветвь (см. рис. 1.15, б) будет эквивалентной ветвям (см. рис. 1.15, я) 
в том случае, если ток I в неразветвленной части цепи на рис. 1.15, я  при любых 
значениях напряжения ІІЛ будет равен току 7 в ветви на рис. 1.15,6.
Воспользуемся построениями, приведенными на рис. 1.14,6. Кривая 4 
представляет собой зависимость І\ + /2 + /3 =f(U ab), т. е. является результи­
рующей ВАХ трех параллельных ветвей. Такую же ВАХ должна иметь ветвь 
(рис. 1.15, 6). Если ток 7 в схеме на рис. 1.15, 6 равен нулю, то Uab = £ 3. Сле­
довательно, Е 3 на рис. 1.14,6 определяется напряжением иаъ, при котором 
кривая 4 пересекает ось абсцисс. Для определения ВАХ HP необходимо кри­
вую 4 (см. рис. 1.14,6) зеркально отразить относительно вертикали, прове­
денной через точку т. ВАХ НРЭКВ изображена на рис. 1.15, в. Важно подчерк­
нуть, что включение ЭДС в параллельные ветви привело к тому, что 
ВАХ НРЭКВ стала несимметричной, несмотря на то что ВАХ нелинейных со­
противлений I, 2, 3 в схеме (см. рис. 1.13, а) были взяты симметричными.
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Рис. 1.15. Замена нескольких параллельных ветвей, 
содержащих HP и ЭДС, одной эквивалентной: 
а -  схема с несколькими параллельными ветвями; б -  эквивалентная схема замещения;
в - В А Х  НРзкв
Таким образом, изменяя ЭДС в ветвях параллельной группы, можно 
изменять ее результирующую ВАХ и искусственно создавать HP с самыми 
причудливыми ВАХ.
1.9. Расчет нелинейных цепей методом 
эквивалентного генератора
Если в сложной электрической цепи есть одна ветвь с HP, то опреде­
лить ток в ней можно методом эквивалентного генератора. С этой целью 
выделим ветвь с HP, а всю остальную линейную схему представим в виде 
активного двухполюсника (рис. 1.16, а).
Схему линейного активного двухполюсника по отношению к зажи­
мам а  и Ь выделенной ветви можно представить в виде последовательного 
соединения источника ЭДС с ЭДС, равной напряжению на зажимах ab при 
разомкнутой ветви ah (UabxK), сопротивления Явн, равного входному сопро­
тивлению Двх линейного двухполюсника, и нелинейного сопротивления
ветви ab (рис. 1.16, б). Определение тока в схеме (рис. 1.16, б) не представ­
ляет труда. Пусть известны все ЭДС, сопротивления и вольт-амперная ха­
рактеристика нелинейного элемента (рис. 1.17, а) [2, с. 413]. Эту цепь можно 
заменить эквивалентным генератором (рис. 1.17, б), в котором Еа и /?вн опре­
деляются так же, как в линейных цепях. Полученная схема может рассчи­
тываться как методом, приведенным выше, так и по нагрузочной характе­





Рис. 1.16. Электрические схемы для расчета нелинейных цепей методом 
эквивалентного генератора. 
а -  активный двухполюсник; б -  нелинейное сопротивление ветви
а б
Рис. 1.17. Электрические схемы для расчета нелинейных цепей методом 
эквивалентного генератора: 
а -  ВАХ HP; б -  замена цепи эквивалентным генератором; в -  нагрузочная схема 
эквивалентного генератора
Нагрузочная характеристика строится по двум точкам - по значению
Ео
тока короткого замыкания (/кз = и напряжению холостого хода (U^ = Ео).
На эту характеристику накладывается вольт-амперная характеристика нели­
нейного элемента. Точка пересечения этих характеристик дает рабочую точку 
со значениями тока и напряжения. Следует отметить, что этот метод широко 
применяется для расчета усилительных и других радиоэлектронных схем.
1.10. Аналитический расчет нелинейных цепей
Вольт-амперные характеристики нелинейных элементов снимают, 
как обычно, экспериментально и выражают в виде графиков. Для аналити­
ческого расчета требуется математическая зависимость, т. е. необходимо 
аппроксимировать их приближенными аналитическими выражениями. Есть 
два способа аппроксимации -  кусочно-линейная аппроксимация и подбор 
единого аналитического выражения для всей характеристики.
Рис. 1.18. Замена нелинейной ВАХ прямыми отрезками
При кусочно-линейной аппроксимации кривую заменяют отрезками 
прямых (рис. 1.18), т. е. линеаризируют цепь. Считается, что величины линей­
ных сопротивлений различны для разных участков исходной характеристики.
1.11. Метод линеаризации
1.11.1. Замена нелинейного резистора эквивалентным
линейным сопротивлением и электродвижущей силой
Если заранее известно, что изображающая точка будет перемещаться 
лишь по определенному участку ВАХ HP и этот участок может быть с извесг-
ной степенью приближения заменен прямой линией, то HP при расчете может 
быть заменен эквивалентным линейным сопротивлением и источником ЭДС.
Положим, что рабочая точка перемещается лишь по участку ab 
(рис. 1.19, а). Для этого участка
Уравнению удовлетворяет участок цепи (рис. 1.19,6). На нем E = - U 0 
и линейное сопротивление R = Ддиф.
Рис. 1.19. Схемы для метода линеаризации: 
а -  схема перемещения рабочей точки; 6 -  участок цепи, соответствующий схеме
перемещения
Замена HP линейным сопротивлением и источником ЭДС удобна 
тем, что после нее вся схема становится линейной и ее работа может быть 
исследована методами, разработанными для линейных цепей. Однако при 
этом необходимо внимательно следить за тем, чтобы рабочая точка не вы­
ходила за пределы линейного участка ВАХ.
Познакомимся с этим методом, анализируя работу схемы параметри­
ческого стабилизатора напряжения (рис. 1.20, а), в котором в качестве не­
линейного элемента используется полупроводниковый стабилитрон. При­
мерный вид ВАХ стабилитрона приведен на рис. 1.20, б. Параметры эле­
ментов стабилизатора подобраны таким образом, что в определенном за­
данном интервале изменения входного напряжения U ]± AU\ рабочая точ­
ка ВАХ стабилитрона перемещается в пределах линейного участка ab , ко­
торый называется участком стабилизации, при этом напряжение на нагру­
зочном резисторе U2 (см. рис. 1.20, а) будет оставаться почти неизменным. 
Качество работы стабилизатора напряжения оценивают с помощью коэф­
фициента стабилизации показывающего, во сколько раз относительное
U =  Uo + ftgß = —£ + / •  ^  • Лд„ф.
а б
приращение напряжения на нагрузочном резисторе меньше вызвавшего 
его относительного приращения напряжения на входе схемы:
kCJ = (M J xl lh ) l { M J 2IU 2).
Для определения аналитической связи между коэффициентом стабили­
зации, а также сопротивлениями резистора называемого балластным, и на­
грузочного резистора RH осуществим линеаризацию нелинейной цепи, т. е. за­
меним нелинейный элемент, работающий в пределах линейного участка вольт- 
амперной характеристики ab (рис. 1.20, б), эквивалентной линейной схемой.
а б
Рис. 1.20. Метод линеаризации: 
а -  схема стабилизатора напряжения: б -  ВАХ стабилитрона HP; в -  схема 
эквивалентного активного линейного двухполюсника; г -  эквивалентная линейная 
схема замещения стабилизатора напряжения; д -  схема для определения приращения 
напряжения на нагрузочном резисторе
Зависимость между напряжением и током стабилитрона на участке 
стабилизации определяется уравнением прямой
U =  и0 +  Я ДИф • / ,
где и 0-  напряжение, определяемое точкой пересечения прямой ab 
(см. рис. 1.20, б) с осью ординат;
Ядиф- дифференциальное сопротивление стабилитрона на участке 
стабилизации.
Докажем, что нелинейный элемент -  стабилитрон -  может быть за­
мещен эквивалентным активным линейным двухполюсником, схема кото­
рого приведена на рис. 1.20, в . Запишем уравнение электрического состоя­
ния линейного двухполюсника (см. рис. 1.20, в):
U =  £эк + /?эк ’ £
Данные уравнения тождественны при условиях Е =  U0 и Яэк = ЯДиф.
Следовательно, двухполюсник, приведенный на рис. 1.20, в, при вы­
полнении этих условий является эквивалентной линейной схемой замеще­
ния стабилитрона для участка стабилизации. Таким образом, анализ нели­
нейной цепи, приведенной на рис. 1.20, а , можно проводить с помощью 
эквивалентной линейной схемы замещения, изображенной на рис. 1.20, г.
В свою очередь для линейной схемы, данной на рис. 1.20, г, справед­
лив принцип суперпозиции, согласно которому связь м еж ду приращения­
ми напряжений AU\ и A U 2 можно определять по схеме, приведенной на 
рис. 1.20, д. В этой схеме изменение напряжения U\ на величину A U \ уч­
тено как включение дополнительной ЭДС £ доп = AU \. Приращение напря­
жения на нагрузочном резисторе A U 2 в схеме рис. 1.20, д определяется 
формулой
д^у _ • Я^к • /(^эк + *н )
+ ^эк * / ( ^ эк + )
Дифференциальное сопротивление стабилитрона Д на участке ста­
билизации мало, поэтому можно принять, что RH »  Яэк, Яб Яэк, и соот­
ношение можно переписать в виде
AU] • Яэк
a u ' = — r ^ -
Также можно получить выражение для коэффициента стабилизации:
_ U, Re 
Ur Rдиф'
Коэффициент стабилизации пропорционален сопротивлению балласт­
ного резистора и обратно пропорционален дифференциальному сопротив­
лению стабилитрона на участке стабилизации.
1.11.2. Применение метода эквивалентного 
активного двухполюсника
Анализ и расчет разветвленной электрической цепи, содержащей 
один нелинейный элемент, может быть значительно упрощен при исполь­
зовании метода эквивалентного активного двухполюсника. Рассмотрим, 
например, цепь, приведенную на рис. 1.21, а. Многоэлементный актив­
ный линейный двухполюсник, к выходным зажимам AB которого под­
ключен нелинейный резистор, может быть по известным правилам экви­
валентно заменен линейным двухполюсником (рис. 1.21, б). Напряже­
ние Uab и ток ІАВ в схеме рис. 1.21, б могут быть найдены, например, ме­
тодом пересечения характеристик. Зная UAB и ІАВ, можно определить токи 
остальных ветвей цепи рис. 1.21, а: ток І{ определится из уравнения, со­
ставленного согласно второму закону Кирхгофа для внешнего контура: 
Е = Ri • /j + R3 • ІАИ + UAB, а ток /2 -  из уравнения, записанного в соответ­
ствии с первым законом Кирхгофа: /2 = ІАВ - 1\ [4].
а б
В В
Рис. 1.21. Пример использования метода эквивалентного активного 
двухполюсника: 
а -  общая схема; б -  упрощенная схема
1.12. Применение теории линейного активного 
автономного четырехполюсника к расчету 
нелинейных цепей
На рис. 1.22, а штриховой линией обведен линейный активный авто­
номный четырехполюсник, в двух удаленных друг от друга ветвях / и 2 
которого имеются нелинейные резисторы НРі и НР2, чьи вольт-амперные 
характеристики известны. Требуется определить токи 1\ и /2 в ветвях 7 и 2.
С этой целью линейную часть схемы на рис. 1.22, а заменим линей­
ной активной Т-схемой замещения (рис. 1.22, б). Она состоит из трех рези­
сторов -  Ru R2, 7?з и двух источников постоянной ЭДС -  Е\ и Е2.
Н Р і
 и  h
НР2
б








Рис. 1.22. Схемы для применения теории линейного активного 
автономного четырехполюсника: 
а -  схема с линейным активным четырехполюсником; б -  линейная активная Г-схема 
замещения; в -  схема с линейным пассивным четырехполюсником; г -  линейная 
пассивная Т-схема замещения; д -  схема с коротким замыканием активного 
четырехполюсника; е -  схема замещения короткозамкнутого активного 
четырехполюсника
Чтобы определить параметры схемы на рис. 1.22, б , поступим сле­
дующим образом:
1. В схеме на рис. 1.22, а разомкнем ветви 1 и 2, содержащие HP, 
и образовавшуюся после этой процедуры линейную часть схемы сделаем 
пассивной, мысленно разомкнув в образовавшейся схеме ветви с источни­
ками тока и закоротив ветви с источниками ЭДС (рис. 1.22, в, 1.22, г).
2. Затем определим три входных сопротивления для образовавшейся 
пассивной схемы на рис. 1.22, в: входное сопротивление R\x по отношению 
к зажимам 1 -1  при разомкнутой второй ветви, входное сопротивление Rи 
по отношению к зажимам 1 -1  при коротком замыкании второй ветви 
и входное сопротивление /?2х по отношению к зажимам 2 -2  при разомкну­
той первой ветви.
3. Располагая значениями /?1х, /?1к, /?2х, определим А, В, С, D -  пара­
метры пассивного четырехполюсника:
A = J ~ \  ; В = Л ■ R2t ,C  = -4—, D = j ~ .
R^-R,.. R,K
4. По параметрам А, В, С, D  определим сопротивления/?!, R2> R3 
Т-образной эквивалентной пассивной схемы четырехполюсника на 
рис. 1.22, г:
о А ~ 1 г, £>-1 „ 1RI с  -,R2 с  ,R 3 с  ■
5. Для определения ЭДС Е\ и Е2 в схеме на рис. 1.22, б осуществим
короткое замыкание в ветвях 1 и 2  (см. рис. 1.22, д , е) и расчетным путем
определим токи І\ и /2 в схеме на рис. 1.22, д, которые равны токам в схеме 
на рис. 1.22, е. Для схемы на рис. 1.22, е составим два уравнения:
/ ■ • Л і + ( / , - / 2 ) - Л з  =  Е , ,
/2 * Ri — (/1 — /2) * Е2.
для которых определим Е\ и Е2 [6].
Контрольные вопросы и задания
1. Какие электрические цепи называют нелинейными?
2. Расскажите, как определить статическое и дифференциальное со­
противления нелинейного элемента.
3. Справедливы ли законы Кирхгофа для нелинейных электрических 
цепей?
4. Как осуществляется замена пассивного двухполюсника, содержа­
щего линейные и нелинейные резисторы, эквивалентным нелинейным 
элементом?
5. Опишите сущность метода пересечения характеристик.
6. Какие ограничения имеет расчет нелинейных цепей методом ли­
неаризации?
7. Применим ли метод эквивалентного двухполюсника для нелиней­
ных цепей?
Глава 2. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 
ПЕРЕМЕННОГО ТОКА
2.1. Подразделение нелинейных элементов
Нелинейными электрическими цепями переменного тока называют 
электрические цепи переменного тока, в состав которых входит один или 
несколько нелинейных элементов.
Как известно, прохождению переменного тока оказывают сопротив­
ление не только резистивные, но и индуктивные и емкостные элементы. 
В соответствии с этим нелинейные элементы для переменного тока можно 




Каждую из этих групп можно подразделить на управляемые и не­
управляемые.
Управляемые нелинейные элементы обычно имеют один или не­
сколько управляющих электродов (зажимов) или управляющих обмоток, 
включаемых в управляющую цепь (цепи), воздействуя на ток или напря­
жение которых можно управлять сопротивлением в главной цепи. При от­
сутствии специальных управляющих электродов или обмоток управляю­
щий ток или напряжение могут воздействовать на нелинейный элемент че­
рез электроды или обмотки главной цепи.
2.2. Общая характеристика нелинейных резисторов
Широкое распространение в качестве управляемых нелинейных ре­
зистивных элементов получили трех- (и более) электродные лампы, тран­
зисторы и тиристоры. Свойства, принцип работы, характеристики и приме­
нение транзисторов рассмотрены далее.
Неуправляемыми нелинейными резистивными элементами в упомя­
нутом смысле являются электрическая дуга, германиевые и кремниевые 
диоды, тиритовые сопротивления, терморезисторы, бареттеры, лампы на­
каливания и др. Их ВАХ рассматривались ранее.
Нелинейные резистивные элементы можно классифицировать также 
по степени влияния температуры нагрева, обусловленной протекающими 
по ним токами, на форму ВАХ.
Так как тепловые процессы (процессы нагрева и остывания) являют­
ся процессами инерционными, то резисторы, нелинейность ВАХ которых 
в основном обусловлена изменением температуры в результате нагрева 
протекающим через них током, принято называть инерционными.
Резисторы, нелинейность ВАХ которых обусловлена иными (не теп­
ловыми) процессами, принято называть безынерционными или почти безы­
нерционными.
К группе инерционных резисторов относят электрические лампы на­
каливания, терморезисторы, бареттеры; к группе безынерционных или 
почти безынерционных -  электронные лампы, полупроводниковые диоды, 
транзисторы и др.
2.3. Вольт-амперная характеристика 
биполярного транзистора
Свойства каждого транзистора определяются двумя основными се­
мействами его ВАХ. Первое семейство характеристик -  зависимость тока 
выходной цепи от напряжения между электродами транзистора, включен­
ными в выходную цепь, при каком-либо из остальных токов транзистора, 
взятом в качестве параметра. В качестве параметра может быть взята и лю­
бая другая величина, например напряжение между электродами транзисто­
ра, включенными в цепь управления. Это семейство описывает свойства 
транзистора по отношению к выходной цепи. Второе семейство характери­
ст и к -  зависимость тока входной цепи (цепи управления) от напряжения 
между электродами транзистора, включенными во входную цепь, при на­
пряжении между электродами, включенными в выходную цепь (или при 
токе выходной цепи), взятом в качестве параметра. Это семейство характе­
ристик описывает свойства транзистора по отношению к цепи управления.
При анализе работы усилителя будем считать, что свойства транзи­
стора определяются вольт-амперными характеристиками, представленны­
ми на рис. 2.1. На рис. 2.1, а изображена входная характеристика транзи­
стора, которая определяет зависимость тока базы /б от напряжения между 
базой и эмиттером щ. На рис. 2.1, б изображены выходные характеристики 
транзистора. Транзистор является управляемым нелинейным элементом-
каждому значению тока базы соответствует своя выходная характеристика. 
Кроме того на рис. 2.1, б изображены пять характеристик из семейства вы­
ходных характеристик транзистора, т. е. зависимость тока коллектора ік от 
напряжения между коллектором и эмиттером мк для пяти фиксированных 
значений тока базы.
а 6
Рис. 2.1. ВАХ биполярного транзистора: 
а -  входная характеристика транзистора; б -  выходные характеристики транзистора
и зависимость /ко(/б)
Методику анализа таких цепей рассмотрим на примере транзистор­
ного усилителя напряжения.
Важно обратить внимание на то, что любой ток транзистора (напри­
мер, /к или /6) является функцией не одной, а двух переменных. Так, ток /к, 
является функцией мэк и /б, ток /б -  функцией мэб и мэк.
2.4. Связь между приращениями входных и выходных 
величин биполярного транзистора
Напряжение на входных щ и напряжение на выходных м2 зажимах 
ЯВЛЯЮТСЯ функциями ВХОДНОГО 7], и выходного /2 токов, т. е.:
U\ = ^ і ( / |, /2),
и2 = UiUuh)-
Условимся исходные значения токов и напряжений обозначать 
большими буквами (U, /), а приращения -  малыми (Дм, Ді). Пусть токи 
получили малые приращения Д /ь и Д /'2 и стали равными Іх + Д/*і и /2 + Д /2.
При этом напряжения также получили приращения и стали равными
Ui + Дмі и U2 + Аи2. Следовательно,
IJ1 + Дм 1 -  IJ\ • ((/і + Д іі), (12 + A i2)),
U2 + Au2 = U2 ' ((Л + Д / . Х  (h  + A i2)).
Найдем связь между приращениями напряжений Дмі и Дм2 и прира­
щениями токов Аі\ и Д /2- С этой целью формально разложим правые части 
равенств в ряд Тейлора для функции от двух переменных по степеням 
приращений Аі\ и Д /2 и воспользуемся тем, что в силу малости прираще­
ний можно пренебречь слагаемыми, содержащими Д/'і и Д /2 в степенях 
выше первой. В результате получим1:
Обратим внимание на то, что R2\ Ф R\2.
Значения Ru , R]2, R2\, R2i могут быть найдены графически из харак­
теристик транзистора или опытным путем, поэтому в дальнейшем будем 
полагать их известными. По отношению к малым приращениям транзистор 
можно заменить эквивалентной линейной схемой замещения:
1 Индексы у сопротивлений читаются отдельно (например, R\ \ -  сопротивление 
один один, а не сопротивление одиннадцать, Я21 -  R два один, а не R двадцать один и т. д.).
U\ + Д  — U\ (У 1, У2) + Д /1 • R \ I + Д /2 * У?і2,
U2 -г Аи2 -  u 2(ju h) + A il ’ У^ 2І + Д /2  ‘ У^ 22>
где
Au 1 = У?ц • А/| + R]2 ’ Аь,
AU2 — R21 ’ All + У?22 * Д/*2 •
2.5. Схема замещения биполярного транзистора 
для малых приращений
Рассмотрим методику расчета схем с управляемыми источниками 
с учетом их частотных свойств. В схемы замещения для малых приращений 
часто вводят не сопротивления Ru, Rl2, Rn, R22, которые изучались ранее, 
а некоторые расчетные сопротивления -  сопротивления базы Rб, коллекто­
ра /?к, эмиттера R3 и некоторый управляемый источник, ЭДС которого равна 
произведению тока управляемой цепи на расчетное сопротивление Rm.
Значения Дб, Як, Лэ, и Rm определяют через Ru , Rl2, R2\, R22 и R22.
Рассмотрим схему замещения транзистора, когда общим электродом 
является база (рис. 2.2, а). Входной ток в ней і\ = /э, выходной ток і2 = - і к- 
Схема на рис. 2.2, б заменяет схему на рис. 2.2, а для малых приращений.
а б
в
Рис. 2.2. Схема замещения биполярного транзистора: 
а -  схема с транзистором; б -  схема для малых приращений; в -  схема с управляемым
источником тока
Согласно второму закону Кирхгофа составим уравнения для двух 
контуров схемы (рис. 2.2, б):
Awi = (Яэ + Re) * А/] + Re * Д ь,
Д и2 -  Rm • Д/э =  R e ' Д/1 +  (Я к +  /?б) ■ Аі2 ,
A w i  =  2 / ію і  =  - ф я ;  A W 2  =  ирч =
где фт -  потенциал точки т;
-  потенциал точки qr и т. д.
Сопоставляя уравнения, определим:
R*) +  Rf>= Rn, Re =  ^12j +^б =  RlU Rk +  Rb =  R l l -
Последние уравнения дают возможность найти сопротивления R6, RK, 
Яэ, и Rm по известным сопротивлениям Rn, Rn, Ru, ^ 22-
Источник ЗДС л шД/э введен в схему замещения (рис. 2.2, и) для того, 
чтобы учесть в расчете усилительное действие транзистора. ЭДС этого ис­
точника пропорциональна входному току.
Таким образом, для расчета малых приращений входных и выходных 
токов в нелинейной схеме (см. рис. 2.2, а) и определения коэффициентов уси­
ления и входных сопротивлений следует произвести расчет линейной схемы 
(рис. 2.2, б), подключив к ее входным зажимам источник малой, обычно си­
нусоидальной, ЭДС, а к выходным зажимам — нагрузку RH.
Источник ЭДС ЯтМэ, точка в этой схеме является зависимым источни­
ком ЭДС.
В заключение остановимся еще на двух положениях:
1. В схемах замещения транзисторов вместо зависимого источника 
ЭДС и последовательно с ним включенного резистора часто используют за­
висимый источник тока и шунтирующий его резистор.
Так, в схеме на рис. 2.2, в вместо источника ЭДС Rm&i3 и резистора RK
можно включить управляемый источник тока ^гД/э = аД/э и зашунтировать
его резистором /?к.
2. При относительно высоких частотах и быстро протекающих про­
цессах р-п переходы проявляют свои емкостные свойства и имеет место 
инерционность основных носителей зарядов.
Емкостные свойства учитывают в расчете, шунтируя в схеме заме­
щения коллекторный р-п переход некоторой емкостью Ск, а инерцион­
ность носителей заряда учитывают, вводя зависимость коэффициента 
усиления а  транзистора от комплексной частоты р:
где ао -  коэффициент усиления транзистора на постоянном токе;
щ  = RK‘ Ск.
Емкость эмиттерного перехода обычно не учитывают, так как она 
шунтирует относительно малое по сравнению с RK сопротивление Яэ.
Для высокой частоты схема замещения транзистора, собранного по 
схеме с общей базой, изображена на рис. 2.3, а , транзистора с общим эмит­
тером -  на рис. 2.3, б. В зависимости от типа транзистора RK имеют значе­
ние от нескольких десятых МОм до нескольких МОм; /?э -  несколько де­
сятков Ом; /?6 -  несколько десятков или сотен Ом; Ск -  от нескольких еди­
ниц до нескольких десятков или сотен пФ.
а СГД/э
б
Рис. 2.3. Схема замещения транзистора: 
а -  с обшей базой; б -  с общим эмиттером
Рассмотрим методику расчета схем с управляемыми источниками 
для малых переменных составляющих на примере схемы, приведенной на 
рис. 2.3, 6. Штриховой линией на ней показаны генератор сигнала (ЭДС Ег, 
внутреннее сопротивление Rr) и нагрузка RH. Для синусоидального процес­
са с учетом емкости Ск и комплексной зависимостью р =  jco, поэтому
do _
а  = -----------  Воспользуемся методом узловых потенциалов. Незаземлен-
' Ч ' щ
ных узлов -  два (3 и 2), поэтому
Ѵ Ф з + Ѵ Ф г ^ з ,
• • •
2^3 ' Фз"*" ^22 ' Ф г =  ^ 22,
где собственная и взаимная проводимости определяются по соотношениям
—  + ушСк
Кr” = * V £ 4 + M : - ; I W ” = -  
y° ' t b JaC‘ -
а источники тока -  по уравнениям:
• • • •
Узз = — — аД/ = — ——  + а — ; J n  = - а — .
Rs + R, Rr + R6 R, R,
• •
Слагаемые a — , содержащиеся в Узз, и - a — , содержащиеся в J n ,
лз
(1
перенесем в левые части первых уравнений и заменим а  на
l + yo)/ü)0 
Получим
-  —  + jw C ,  ~ц , .
Л  ^ ( і + і Ч Ч ) ,
Решив совместно данные уравнения, определим <р3, и <р2, а по ним 
все токи и напряжения [2, с. 484].
2.6. Графический расчет схем на транзисторах
Схемы на транзисторах при относительно низких частотах на прак­
тике иногда рассчитывают не с помощью рассмотренных схем замещения, 
при использовании которых необходимо знать Лэ, /?б, RK, и Rm, а путем не­
посредственного применения семейства характеристик транзистора. Этот 
способ расчета показан на примере 2 .
Пример 2
Определить коэффициенты усиления по току, напряжению и мощ­
ности схемы (рис. 2.4, а), предназначенной для усиления слабых синусои­
дальных колебаний.
Входные характеристики использованного в схеме транзистора изо­
бражены на рис. 2.4, б, выходные -  на рис. 2.4, в. Управляющим парамет­
ром на рис. 2.4, в является ток / б. Допустим, известно сопротивление на­
грузки = 500 Ом. ЭДС смещения в выходной цепи Ек0 = 10 В. ЭДС смеще­
ния в цепи управления Еу0 = 0,25 В.
Решение
На рис. 2.4, в проводим прямую, представляющую собой ВАХ нагруз­
ки RH = 500 Ом. Эта прямая пройдет через точку /к = 0 и иэк = = 10 В и че­
рез точку /к = = 20 мА, і/эк = 0 .
Семейство входных характеристик транзистора П14, как это видно 
из рис. 2.4, б, обладает той особенностью, что в интервале значений 
мэк = 0,2-И0 В зависимость тока базы /б от напряжения между эмиттером 
и базой изображается одной и той же кривой. Найдем значение тока /б = /бо 
в режиме, когда на входе действует только ЭДС иу0 = 0,25 В.
Из рис. 2.4, б следует, что при иэб = 0,25 В ток /б = Iqq = 250 мкА (точ­
ка и). Далее найдем ток /к = / б0 и напряжение г/зк=?7эк0, соответствующие 
входным данным.
Фз + 1 1 ^—  + —  +
R. Я
ф2= 0.
Для семейства кривых на рис. 2.4, в режим работы при Еу = Еуо определя­
ется точкой л, полученной в результате пересечения ВАХ нагрузки с той кри­
вой семейства /к =/(мэк), для которой параметром является /б = 250 мкА.
а в
Рис. 2.4. Схема усиления слабых синусоидальных сигналов: 
а -  схема; 6 -  входные характеристики транзистора; в -  выходные характеристики
Выходные параметры HP в точке л /к = /ко =13,1 мА, мэк = £/эк0 = 3,5 В. 
Линеаризуем входную характеристику в рабочей точке. С этой целью про­
ведем в окрестности точки л (см. рис. 2.4, б) прямую так, чтобы она на 
возможно большем участке совпала с касательной к кривой /б = /(м эб) 
в точке л. Крайними точками проведенной прямой будем считать точки р  
и т. Предположим, что в точке р  ток /б = 350 мкА и мэб = 0,23 В, в точке т 
ток іб = 150 мкА и «эб = 0,23 В. Этим точкам соответствуют одноименные 
точки р  и т на рис. 2.4, в.
В точкер  (см. рис. 2.4, в) /к = 18,6 мА, в точке т /к = 8,5 мА. Таким 
образом, при подаче на вход схемы синусоидального напряжения ампли­
тудой t/эб/м = 0,02 В в цепи управления появится синусоидальная состав­
ляющая тока, имеющая амплитуду J6m = Іут = 100 мкА, а в выходной цепи 
кроме постоянного тока/ко возникает синусоидальный ток амплитудой 
І*т = 5,0 мА. При этом на выходных зажимах транзистора действует сину­
соидальная составляющая напряжения, имеющая амплитуду и экт = 2,45 В. 
Тогда коэффициент усиления по току
, _ Д*вых _ Іюп _  5,0 мА _
' А/вх Іут 100 мкА
Коэффициент усиления по напряжению
. _ Дц.м« _  _  500 -5,0 - 10~3
*  Дг(вх Uym 0,02 
Коэффициент усиления по мощности
, _  АР „  _  /?„ • І І  _ 500 • (5,0 • КГ3)2 _
Кр A/5», 0,02 ■ 100 ■ 1(Г* ь о и -
Нелинейный элемент -  транзистор, работающий в линейном режиме, 
может быть со стороны его входных зажимов (база -  эмиттер) эквивалент­
но замещен активным линейным двухполюсником.
На рис. 2.5, а  представлена схема транзистора, рассматриваемого как 
четырехполюсник, а на рис. 2.5, б -  его эквивалентная линейная схема за­
мещения. Источник тока р/б в схеме рис. 2.5, б принято называть зависи­
мым источником тока, так как значение тока этого источника зависит от 
тока другой ветви -  тока базы; при этом можно сказать, что зависимый ис­
точник «управляется» током базы.
а б
Рис. 2.5. Схема полупроводникового транзистора: 
а -  полупроводниковый транзистор в виде четырехполюсника; б -  схема замещения
Линейная схема замещения транзистора (см. рис. 2.5, б) позволяет 
в свою очередь создать линейную схему замещения транзисторного усилите­
ля напряжения, которая представлена на рис. 2.6, а. Для линейной цепи, изо­
браженной на рис. 2.6, д, справедлив принцип суперпозиции, поэтому расчет 
переменных составляющих токов и напряжений усилителя напряжения мож­
но проводить с помощью схемы замещения, приведенной на рис. 2.6, б, кото­
рую называют схемой замещения усилителя по переменной составляющей. 
В схеме на рис. 2.6, б учитывается действие только одного источника -  ис­
точника переменного напряжения и^. При переходе от схемы на рис. 2.6, а 
к схеме на рис. 2.6, б внутренние сопротивления идеальных источников по­
стоянного напряжения Ек и щ приняты равными нулю, а внутреннее сопро­
тивление идеального источника постоянного тока -  равным бесконечно­
сти. Нетрудно убедиться, что схема замещения транзистора по переменной 
составляющей будет иметь вид, представленный на рис. 2.7.
а
б
Рис. 2.6. Схема замещения усилителя напряжения: 
а -  линейная схема замещения транзисторного усилителя; б -  схема замещения 
по переменной составляющей
Схему замещения по переменной составляющей (рис. 2.7) для тран­
зистора, работающего в линейном режиме, можно было бы получить, за­
писав систему линейных уравнений четырехполюсника в /г-параметрах:
мб = Ѵ 'б  + Ѵ « к >










Рис. 2.7. Упрощенная схема замещения транзисторного усилителя 
по переменной составляющей
Схема на рис. 2.7 удовлетворяет системе уравнений при соблюдении 
следующих условий:
“  Явх, hu -  О, И2\ -  р, /ь
1
Контрольные вопросы и задания
1. Дайте сравнительную характеристику свойств инерционных 
и безынерционных нелинейных элементов.
2. Как нелинейные свойства диодов используются в выпрямительных 
устройствах?
3. Какой режим работы транзистора называется линейным? Изобра­
зите линеную схему замещения транзистора.
4. Посчитайте, как изменится семейство входных характеристик тран­
зистора для примера 2, если схема будет работать в режиме холостого хода.
Глава 3. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА МЕТОДОВ 
АНАЛИЗА И РАСЧЕТА НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
ЦЕПЕЙ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА
Анализ нелинейных явлений и получение числовых соотношений в не­
линейных цепях переменного тока являются более сложным и трудоемким, 
чем анализ и расчет линейных электрических цепей.
Как правило, в нелинейных электрических цепях содержатся либо 
нелинейные индуктивности, либо нелинейные конденсаторы, либо безы­
нерционные в тепловом отношении нелинейные резисторы. Токи и напря­
жения в таких цепях в той или иной степени несинусоидальны.
Токи и напряжения в большей степени синусоидальны в цепях, содер­
жащих только инерционные в тепловом отношении нелинейные резисторы.
Все методы анализа нелинейных цепей можно разделить на две 
большие группы: аналитическую и графическую. Аналитические методы 
в отличие от графических дают возможность проводить анализ в общем 
виде, а не только для частных значений параметров.
Недостатком аналитических методов является то, что приходится 
выражать аналитически характеристики нелинейных элементов, а это все­
гда связано с некоторой погрешностью. Расчет сколько-нибудь сложных 
нелинейных электрических цепей переменного тока можно провести лишь 
с известной степенью приближения.
Наиболее широко распространены следующие методы анализа и рас­
чета нелинейных цепей переменного тока:
1) графический метод -  при использовании характеристик нелиней­
ных элементов для мгновенных значений;
2) аналитический метод -  при использовании характеристик нелинейных 
элементов для мгновенных значений при их кусочно-линейной аппроксимации;
3) аналитический или графический метод -  при использовании ВАХ 
по первым гармоникам;
4) аналитический или графический метод -  при использовании ВАХ 
по действующим значениям несинусоидальных величин;
5) аналитический метод -  путем расчета по первой и одной или не­
скольким высшим или низшим гармоникам;
6) метод расчета с помощью линейных схем замещения;
7) метод расчета с помощью малого параметра;
8) метод интегральных уравнений;
9) метод моделирования.
В дальнейшем кратко охарактеризован каждый метод. Тот или иной 
метод целесообразно применять в зависимости от числа нелинейных элемен­
тов, формы их характеристик, а также исходя из того, какое нелинейное яв­
ление в цепи исследуется. Чем сложнее характер нелинейного явления, тем 
более сложным и громоздким оказывается метод его анализа. И наоборот, 
анализ грубых нелинейных явлений выполняется простыми средствами.
3.1. Графический метод расчета при использовании 
характеристик нелинейных элементов 
для мгновенных значений
Этот метод применим, как правило, к цепям, в которых известен за­
кон изменения во времени какой-либо одной определяющей работу нели­
нейного элемента величины, например тока, напряжения, заряда.
Последовательность расчета данным методом такова:
1) исходя из физических предпосылок, положенных в основу анали­
за, считают известным закон изменения во времени одной из определяю­
щих работу нелинейного элемента величины;
2) используя характеристики (характеристику) нелинейного элемента 
для мгновенных значений, путем графических построений находят закон 
изменения во времени второй величины, определяющей работу нелиней­
ного элемента;
3) по результатам п. 2 путем вспомогательных графических построе­
ний и простейших расчетов определяют выходную величину и искомое со­
отношение между параметрами схемы.
Достоинствами метода являются простота и наглядность, а также 
легкость учета гистерезисных явлений.
3.2. Аналитический метод расчета при использовании 
характеристик нелинейных элементов для мгновенных 
значений при их кусочно-линейной аппроксимации
Основой метода является сведение задачи о нахождении периодиче­
ского решения нелинейных уравнений к определению периодического ре­
шения системы линейных уравнений.
Выделяют следующие этапы метода:
1) замена вольт-амперной (вебер-амперной, кулон-вольтной) харак­
теристики нелинейного элемента для мгновенных значений отрезками 
прямых линий;
2) подстановка в нелинейные дифференциальные уравнения уравне­
ний прямых п. 1 (этим нелинейные дифференциальные уравнения будут 
сведены к линейным). Каждому нелинейному уравнению будет соответст­
вовать столько линейных уравнений, сколько отрезков прямых заменяют 
характеристику нелинейного элемента;
3) решение системы линейных дифференциальных уравнений. Каж­
дому линейному участку характеристики нелинейного элемента будет со­
ответствовать свое решение со своими постоянными интегрирования;
4) определение постоянных интегрирования исходя из согласования ре­
шения на одном линейном участке с решением на другом линейном участке.
Наиболее эффективен этот метод, когда характеристику нелинейного 
элемента с известной степенью приближения можно заменить отрезками 
прямых, расположенных таким образом, что когда одна величина, опреде­
ляющая режим работы нелинейного элемента, например ток, меняется, то 
другая, например потокосцепление, неизменна.
Еще более эффективен метод, если отрезки прямых, заменяющие ВАХ 
нелинейного элемента, могут быть взяты совпадающими с осями координат.
3.3. Аналитический (графический) метод расчета 
по первым гармоникам токов и напряжений
Согласно этому методу по сложному закону изменяющиеся токи и на­
пряжения на нелинейном элементе заменяют их первыми гармониками. 
В расчете используют ВАХ по первым гармоникам в аналитической форме 
или в виде графической зависимости.
Основные этапы расчета в аналитическом варианте:
1) выражают аналитически ВАХ нелинейного элемента для мгновен­
ных значений;
2) путем подстановки в нее первой гармоники напряжения или тока 
получают формулу, которая дает нелинейную связь между амплитудой 
первой гармоники тока через нелинейный элемент и амплитудой первой 
гармоники напряжения на нем;
3) в уравнение, составленное для исследуемой цепи по второму зако­
ну Кирхгофа, подставляют вместо мгновенных значений тока и напряже­
ния на нелинейном элементе мгновенные значения их первых гармоник, 
а высшими гармониками пренебрегают;
4) уравнение разбивают на два уравнения: одно из них выражает со­
бой равенство коэффициентов при синусных слагаемых левой и правой 
частей уравнения, другое -  равенство коэффициентов при косинусных сла­
гаемых обеих частей уравнения;
5) совместно решают эти два уравнения.
Основные этапы расчета в графическом варианте:
1. В качестве зависимости между амплитудой первой гармоники на­
пряжения на нелинейном элементе и амплитудой первой гармоники тока 
через него берется нелинейная зависимость в виде графика. Эта зависи­
мость может быть получена любым путем, в том числе и опытным.
2. Произвольно задаются амплитудой І]т первой гармоники тока через 
нелинейный элемент, из графика находят соответствующую ей амплитуду 
первой гармоники напряжения на нем и затем путем построения векторной 
диаграммы по первой гармонике для всей схемы определяют амплитуду U]m 
первой гармоники напряжения на входе схемы. Векторная диаграмма строит­
ся так же, как и для обычных линейных цепей синусоидального тока, а имен­
но если не учитывать потери в сердечнике, то первая гармоника напряжения 
на нелинейной индуктивной катушке опережает первую гармонику проте­
кающего через нее тока на 90 °, первая гармоника напряжения на нелинейном 
конденсаторе отстает от протекающего через него тока на 90 °, первые гар­
моники напряжения и тока на нелинейном резисторе по фазе совпадают.
3. Построением нескольких векторных диаграмм для различных значе­
ний І\т находят соответствующие им Ь\т и строят ВАХ всей схемы U\m =f(l\m).
Данный метод позволяет рассматривать такие нелинейные явления, 
как преобразование постоянного тока в переменный и обратное преобразо­
вание, явление резонанса на основной гармонике, триггерный эффект на 
первой гармонике, некоторые типы автомодуляционных процессов. Но он 
не позволяет исследовать более сложные явления, такие как резонанс на 
высших, низших или дробных гармониках и др.
Если пользоваться аналитическим вариантом этого метода, то решение 
можно получить в общем виде, что существенно, так как становится возмож­
ным исследовать решение при изменении любого из параметров цепи.
3.4. Анализ нелинейных цепей переменного тока 
с использованием вольт-амперных характеристик 
для действующих значений
В этом случае графический расчет проводят с помощью ВАХ нели- 
нейных элементов для действующих значений, полученных расчетным или 
опытным путем.
При этом полагают, что в действительности несинусоидально изме­
няющиеся токи и напряжения могут быть заменены эквивалентными им 
синусоидальными величинами (эквивалентность в смысле действующего 
значения).
Если исследуют нерезонансные электрические цепи или резонанс­
ные, для которых по тем или иным соображениям заранее известно, что 
в изучаемых режимах работы в них не могут возникать резонансные явле­
ния на высших и низших гармониках, то амплитуда первой гармоники то­
ка, как правило, оказывается больше амплитуд высших гармоник тока. При 
этом действующее значение тока в цепи сравнительно мало отличается от 
действующего значения первой гармоники тока.
Чтобы убедиться в этом, рассмотрим следующий пример: пусть ток 
в цепи содержит первую и третью гармоники и действующее значение 
третьей гармоники тока составляет 40 %  действующего значения первой 
гармоники (/3 = 0,4 /]). Действующее значение несинусоидального тока бу­
дет -у/у,2 + 1\ -  1,075/,, т. е. всего на 7,5 % больше действующего значения 
первой гармоники І\ [2].
Метод позволяет изучать некоторые свойства нерезонансных элек­
трических цепей, например эффект усиления мощности. Для исследования 
свойств резонансных нелинейных цепей метод пригоден в ограниченной 
степени. Так, им можно приближенно исследовать простейший триггерный 
эффект, но нельзя исследовать резонансные явления на высших гармониках.
3.5. Аналитический метод расчета цепей по первой 
и одной или нескольким высшим гармоникам
Основные этапы расчета:
1) составляют систему дифференциальных уравнений цепи;
2) аналитически выражают характеристики нелинейных элементов 
и полученные выражения подставляют в дифференциальные уравнения цепи.
Искомую величину выражают в виде ряда, состоящего из первой 
и одной или нескольких высших или низших гармоник, например в виде
X = xi^sinco/ + х3тѣіп(Зш + \|/3).
Предполагаемое решение подставляют в уравнение системы. В ре­
зультате этой подстановки оказывается возможным разбить уравнения 
системы на несколько трансцендентных алгебраических уравнений, со­
ставленных относительно амплитуды первой гармоники, амплитуд высших 
(соответственно низших) гармоник и их фаз.
Число трансцендентных уравнений в общем случае в два раза боль­
ше числа учитываемых гармоник, поскольку для каждой из гармоник 
уравнение разбивается на два уравнения с синусной и косинусной состав­
ляющими.
Далее совместно решают систему трансцендентных уравнений. Труд­
ность состоит в том, что каждое из трансцендентных уравнений обычно 
содержит все неизвестные. Поэтому при решении часто используют метод 
последовательных приближений.
Расчет этим методом, как правило, громоздок. Однако метод позво­
ляет исследовать такие сложные явления в нелинейных цепях, как резо­
нанс на высших, низших и дробных гармониках.
Рассматриваемый метод в литературе называют также методом гармо­
нического баланса. Частным случаем его является метод первой гармоники.
3.6. Расчет цепей с помощью линейных 
схем замещения
Этот метод применим к расчету нелинейных электрических цепей, 
на которые воздействуют постоянные и синусоидально изменяющиеся 
ЭДС, если переменные составляющие токов и напряжений относительно 
малы, например во много раз меньше соответственно постоянных состав­
ляющих токов и напряжений.
Последовательность расчета такова:
1) определяют положение рабочей точки на характеристике нелиней­
ного элемента по постоянному току. В окрестности этой точки будет пере­
мещаться изображающая точка под воздействием малой переменной ЭДС;
2) через рабочую точку по постоянному току проводят касательную 
к характеристике нелинейного элемента и производят замену участка его 
характеристики отрезком касательной;
3) составляют линейную схему замещения для расчета переменной 
составляющей. Вид схемы зависит от характера нелинейного элемента, 
а ее параметры -  от тангенса угла, составленного касательной к характе­
ристике и одной из осей координат.
ЭВМ применяют:
•  для табулирования решений систем трансцендентных уравнений 
и систем алгебраических уравнений высоких степеней;
•  табулирования решений, выраженных в виде медленно сходящихся 
рядов;
• интегрирования систем линейных дифференциальных уравнений, 
к которым сводятся нелинейные дифференциальные уравнения при кусоч­
но-линейной аппроксимации характеристик нелинейных элементов;
•  для численного интегрирования нелинейных дифференциальных 
уравнений, в которых ВАХ нелинейных элементов представлены аналити­
чески, а также в некоторых других случаях.
Контрольные вопросы и задания
1. В чем ограниченность метода замены HP эквивалентным линей­
ным сопротивлением и источником ЭДС?
2. Перечислите свойства, которыми при определенных условиях мо­
гут обладать НІД и не обладают линейные цепи.
3. Охарактеризуйте свойства термисторов и позисторов, фото- и маг­
ниторезисторов.
4. Поясните идею расчета схем с применением диакоптики.
5. В чем отличие условий передачи активной мощности нагрузке от 
источника с нелинейным внутренним сопротивлением и от источника с ли­
нейным сопротивлением?
Глава 4. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ КАК ГЕНЕРАТОРЫ 
ВЫСШИХ ГАРМОНИК ТОКА И НАПРЯЖЕНИЯ
Если нелинейный элемент, например резистор, присоединить к гене­
ратору синусоидального напряжения, то проходящий через него ток будет 
иметь несинусоидальную форму и потому нелинейный резистор будет яв­
ляться генератором высших гармоник тока. Для того чтобы убедиться 
в этом, рассмотрим рис. 4.1, где кривая 1 -  ВАХ HP; кривая 2 -  синусои­
дальное напряжение на нем; кривая 3 -  ток через HP.
Рис. 4.1. График вольт-амперной характеристики тока и напряжения 
нелинейного резистора
Для построения кривой / =/(со/) последовательно придаем со/ значе­
ния, равные, например, 0, л/6, л/4, л/3, л/2 и т. д.; для каждого из них нахо­
дим напряжение и, переносим соответствующее значение и на кривую 
и = /( /)  и из нее определяем значение тока і для взятого момента времени. 
Найденное значение тока откладываем на той ординате, которой соответ­
ствует выбранный момент времени. Эти операции показаны на рис. 4.1 
стрелками. Так по точкам строим кривую 3. Она имеет пикообразную 
форму и может быть разложена на гармоники.
Аналогично если через нелинейный резистор пропустить синусои­
дальный ток, то напряжение на нем будет иметь несинусоидальную форму. 
Соответствующие построения приведены на рис. 4.2. Следовательно, не­
линейный резистор является генератором высших гармоник напряжения.
І,и
Рис. 4.2. График, описывающий работу генератора высших гармоний
Амплитуды первой и высших гармоник токов нелинейно зависят от 
амплитуд первой и высших гармоник напряжений на нелинейных элемен­
тах. Это затрудняет анализ и расчет нелинейных цепей и в то же время по­
зволяет осуществить с их помощью ряд важных в практическом отноше-
нии преобразований, принципиально невыполнимых с помощью линейных 
электрических цепей при неизменных во времени параметрах.
4.1. Основные преобразования, осуществляемые 
с помощью нелинейных электрических цепей
На рис. 4.3, а схематически изображен четырехполюсник, в состав 
которого входят один или несколько нелинейных элементов. Будем назы­
вать такой четырехполюсник нелинейным (НЧ).
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Рис. 4.3. Многополюсники: 
а -  четырехполюсник; б -  шестиполюсник
На рис. 4.3, б представлен нелинейный шестиполюсник (НШ). В от­
личие от четырехполюсника он имеет еще два дополнительных зажима 
(«полюса»), к которым присоединяется источник управляющего напряже­
ния или тока. С помощью нелинейных четырех- и шестиполюсников мож­
но осуществить ряд практически важных операций:
1) преобразовать переменный ток в постоянный. Устройства, предна­
значенные для этого, называют выпрямителями;
2) преобразовать постоянный ток в переменный с помощью устройств, 
которые называют автогенераторами и инверторами;
3) осуществить умножение частоты, т. е. получить на выходе четы­
рехполюсника напряжение, частота которого в несколько раз больше час­
тоты входного напряжения. Четырехполюсники, с помощью которых про­
изводят умножение частоты, являются умножителями частоты, устрой­
ство, удваивающее частоту, называют удвоителем частоты, устройство, 
утраивающее частоту, -утроителем  и т. д.;
4 ) произвести деление частоты, т. е. выполнить операцию, обратную 
умножению частоты. Четырехполюсники, используемые для этого, назы­
вают делителями частоты;
5) стабилизировать напряжение (ток), т. е. получить на выходе четы­
рехполюсника напряжение (ток), почти не изменяющееся по модулю при 
значительном изменении входного напряжения. Такие четырехполюсники 
называют стабилизаторами напряжения (тока);
6) осуществить триггерный эффект, т. е. эффект резкого (скачкооб­
разного) изменения выходной величины при незначительном изменении 
входной;
7) произвести модуляцию. Модуляция есть процесс, при котором ам­
плитуда (фаза или частота) высокочастотного колебания, поступающего на 
вход четырехполюсника, преобразуется таким образом, что характер изме­
нения ее повторяет характер изменения управляющего низкочастотного сиг­
нала. Устройства, предназначенные для этого, называют модуляторами;
8) осуществить демодуляцию, т. е. выделить из высокочастотного мо­
дулированного колебания запечатленный в нем низкочастотный управ­
ляющий сигнал. Устройства для демодуляции называют демодуляторами или 
детекторами;
9) преобразовать желаемым образом форму входного напряжения. 
Например, при подаче на вход нелинейного четырехполюсника напряже­
ния синусоидальной формы на его выходе можно получить напряжение 
прямоугольной или пикообразной формы;
10) произвести усиление напряжения (тока), т. е. получить на выходе 
нелинейного устройства напряжение значительно большее, чем управляющее 
напряжение на его входе. Управляющее напряжение может быть постоянным 
или переменным. С помощью трансформаторов также можно усиливать на­
пряжение, однако в усилителях напряжения на нелинейных элементах энер­
гия, потребляемая управляющей цепью, может быть в сотни, тысячи и даже 
сотни тысяч раз меньше энергии на выходе усилителя, тогда как в обычных 
трансформаторах эти энергии почти равны. Усилители напряжения на нели­
нейных элементах позволяют усиливать не только переменное, но и постоян­
ное напряжение и притом с плавным изменением коэффициента усиления;
11) осуществить усиление мощности, т. е. выделить на выходе устрой­
ства (в нагрузке) мощность, значительно большую мощности, поступаю­
щей в управляющую цепь. Когда говорят об усилении мощности, то имеют
в виду, что приращение мощности, выделяющейся в нагрузке, оказывается 
больше приращения мощности, потребовавшейся для изменения режима 
работы нелинейного элемента;
12) произвести степенное и логарифмическое преобразования вход­
ного напряжения (тока).
С помощью нелинейных электрических цепей кроме перечисленных 
можно осуществить и другие нелинейные преобразования. К их числу от­
носится, например, плавное преобразование частоты с помощью нелиней­
ных четырех- и шестиполюсников, не содержащих подвижных частей.
Нелинейные устройства широко применяют для умножения электри­
ческим путем двух, трех функций и более, а также в электрических счетных 
и запоминающих устройствах в качестве нелинейных фильтров, логических 
устройств и т. п. Несомненно, что по мере развития техники и изучения 
свойств нелинейных цепей последние будут находить применение для вы­
полнения и других функций.
Если зависимость выходной величины от входной в относительно 
небольшом диапазоне может быть линейной или близкой к линейной, то 
в большинстве случаев стремятся выбрать режим работы преобразователя 
таким образом, чтобы работа его проходила именно на линейном участке 
(если это не противоречит назначению преобразователя).
4.2. Физические явления, наблюдаемые 
в нелинейных цепях
В электрических цепях переменного тока, содержащих нелинейные 
индуктивности и линейные или нелинейные конденсаторы и линейные ин­
дуктивности, а также нелинейные индуктивности и нелинейные конденса­
торы, при определенных условиях (далеко не всегда) возникают физиче­
ские явления, которые невозможны в линейных цепях. Таких явлений до­
вольно много. Ограничимся кратким рассмотрением только некоторых, 
наиболее важных из них:
1. Возникновение интенсивных колебаний в цепи на высшей гармо­
нике при отсутствии этой гармоники во входном напряжении. В линейных 
цепях возникновение интенсивных колебаний на высшей гармонике может 
быть только при наличии этой гармоники во входном напряжении.
2. Возникновение субгармонических колебаний. Под субгармоникой 
понимают гармонику, частота которой в целое число раз меньше частоты
источника ЭДС. Субгармонические колебания представляют собой коле­
бания на какой-либо из субгармоник. Чаще всего они наблюдаются на час­
тотах о)/3; w/2; w/5 и т. д. (со -частота источника ЭДС).
3. Возникновение колебаний в цепи на гармонике с частотой т со/я, 
где т и п  — целые числа.
4. Выявление зависимости характера установившегося режима в нели­
нейной цепи переменного тока от предшествовавшего этому режиму со­
стояния цепи и начальной фазы источника ЭДС. Это явление может наблю­
даться в нелинейных электрических цепях в зоне существования триггерно­
го эффекта. Суть явления состоит в том, что при подключении нелинейной 
резонансной цепи к источнику ЭДС в ней может возникнуть один из двух 
возможных режимов. Какой из режимов возникнет, зависит от начальной 
фазы генератора и состояния цепи, предшествовавшего включению.
5. Возникновение автомодуляции. Автомодуляция представляет собой 
процесс почти периодического изменения амплитуд токов и напряжений 
в нелинейных электрических цепях без воздействия на них внешнего моду­
лирующего фактора, т. е. без воздействия на них низкочастотного сигнала.
6. Возникновение хаотических колебаний, перемежающиеся резо­
нансы и другие типы движений.
Перечисленные физические явления имеют место в резонансных цепях 
только в определенных для каждой цепи диапазонах параметров, которые, как 
правило, оказываются такими, что практически эти явления наблюдаются 
сравнительно редко. Кроме того, исследование условий возникновения этих 
явлений часто связано с громоздкими математическими выкладками.
4.3. Разделение нелинейных элементов по степени 
симметрии характеристик относительно осей 
координат
Кроме деления на резистивные, индуктивные и емкостные, управ­
ляемые и неуправляемые (а резистивных -  еще на безынерционные и инер­
ционные) нелинейные элементы можно классифицировать еще по одному 
признаку -  по степени симметрии характеристик для мгновенных значений 
относительно осей координат.
Пусть X и у  -  величины, характеризующие режим работы нелинейно­
го элемента. Условимся х обозначать величину , откладываемую по оси ор­
динат декартовой системы, а V -  величину, откладываемую по оси абсцисс.
Характеристики, для которых выполняется условие дД'-дг) = у(х), 
называют симметричными; характеристики, не удовлетворяющие этому 
условию, -  несимметричными.
Симметричными характеристиками обладают нелинейные индук­
тивности и емкости, а из резистивных -  тиристовые сопротивления, элек­
трическая дуга с однородными электродами и некоторые другие.
Однако основные типы нелинейных резистивных элементов -  электрон­
ная лампа, транзистор и тиристор -  имеют несимметричные характеристики.
4.4. Аппроксимация характеристик 
нелинейных элементов
Для проведения математического анализа нелинейных цепей пере­
менного тока и изучения их общих свойств целесообразно выразить анали­
тически зависимость между мгновенными значениями и и і для нелинейно­
го резистора, зависимость между R и Н  для нелинейной индуктивности, за­
висимость q и и для нелинейного конденсатора. Приближенное аналитиче­
ское описание характеристик нелинейных элементов называют аппрокси­
мацией характеристик.
Рассмотрим аппроксимацию симметричных характеристик для мгно­
венных значений гиперболическим синусом. При исследовании свойств 
электрических цепей, наблюдаемых в практике, явлением гистерезиса, как 
правило, можно пренебречь. Лишь при исследовании цепей, в основе дей­
ствия которых лежит это явление (например, работы запоминающих маг­
нитных устройств с прямоугольной петлей гистерезиса), гистерезис необ­
ходимо учитывать.
Для нелинейной индуктивности роль х играет мгновенное значение 
индукции В; роль у  -  мгновенное значение напряженности поля Я. Для не­
линейного конденсатора у -  это напряжение Г/, х -  заряду. Для нелиней­
ных резисторов (например, тиристовых сопротивлений) роль* играет на­
пряжение, роль у  -  ток.
Существует большое число различных аналитических выражений, 
в той или иной мере пригодных для аналитического описания характери­
стик нелинейных элементов. При выборе наиболее подходящего аналити­
ческого выражения для функции у  = /(* ) не только исходят из того, что 
кривая, описываемая аналитическим выражением, должна достаточно 
близко всеми своими точками расположиться к опытным путем получен­
ной кривой в предполагаемом диапазоне перемещений рабочей точки на 
ней, но и учитывают и те возможности, которые выбранное аналитическое 
выражение дает при анализе свойств электрических цепей (рис. 4.4).
В дальнейшем для аналитического описания симметричных характе­
ристик будем пользоваться гиперболическим синусом:
у = as/iß*.
В этом выражении а  и ß -  числовые коэффициенты; а  выражается 
в тех единицах, что и у; ß -  в единицах, обратных единицам х, так что про­
изведение ßx есть величина безразмерная. Для определения неизвестных 
коэффициентов а и р  следует на полученной опытным путем зависимости 
у  = /(х )  в предполагаемом рабочем диапазоне произвольно выбрать две 
наиболее характерные точки, через которые должна пройти аналитическая 
кривая, подставить координаты этих точек в уравнение у  = oshfyx и затем 
решить систему из двух уравнений с двумя неизвестными.
Пусть координаты этих точек у ь х\ и у ъ х2 (см. рис. 4.4). Тогда




является трансцендентным уравнением и служит для определения коэф­
фициента р, следовательно а  = у 2 / sh$x2 [2, с. 461].
4.5. Появление постоянной составляющей тока 
(напряжения, потока, заряда) на нелинейном элементе 
с симметричной характеристикой
Если к нелинейному резистору с симметричной ВАХ, например / = аи\ 
подвести напряжение в виде двух компонент и = Lisino)/ + t/2sin(2ü)/ + cp).
2k
частоты которых относятся как 1:2 (в более общем случае как ^ Т Т ’ ГД6 *
и р  -  целые положительные числа), то в токе, проходящем через HP, не­
смотря на отсутствие выпрямителей появится постоянная составляющая, 
равная -0 ,7 5 a^ /;^ sin (p . Ее значение зависит не только от £/ь и U2, но и от 
угла ф. Сам факт возникновения постоянной составляющей в этих условиях 
называют селективным выпрямлением. Селективно оно потому, что возника­
ет при вполне определенном соотношении частот двух напряжений. Сходное 
явление имеет место в нелинейных индуктивных катушках и конденсаторах. 
Так, если на нелинейную индуктивную катушку с ВАХ / = as7z(ßO) воздейство­
вать потоками частота) и 2со, то при отсутствии постоянной составляющей 
в МДС в потоке кроме указанных гармоник появится и постоянная составляю­
щая. Для ее определения положим Ф = Ф0 + Ф^й^ш/ + ф) + Ф25Іп2(й/, подставим 
в формулу для тока и, разложив ток в ряд Фурье, приравняем постоянную со­
ставляющую тока к нулю. В результате получим формулу для определения Ф0:
где Ьо = рф 0; Ь2 = Ф2.
Если через нелинейный конденсатор проходят первая и вторая гар­
моники тока, а угол ф Ф 0, то на нем будет постоянная составляющая заря­
да при отсутствии постоянной составляющей напряжения.
4.5.1. Типы характеристик нелинейных элементов
При анализе и расчете электрических цепей с нелинейными элемен­
тами в зависимости от рассматриваемого вопроса используют различные 
типы характеристик одного и того же нелинейного элемента:
•  характеристики для мгновенных значений;
•  ВАХ по первым гармоникам тока и напряжения;
•  ВАХ для действующих значений.
4.5.2. Характеристики для мгновенных значений
Основным типом характеристик являются характеристики, связы­
вающие мгновенные значения основных определяющих величин: тока 
и напряжения на нелинейном резисторе, индукции и напряженности в сер­
дечнике нелинейной индуктивности, заряда и напряжения на нелинейном 
конденсаторе. Будем называть их характеристиками для мгновенных зна­
чений. Иногда перед этим названием добавляют, соответственно, следую­
щие определения: вольт-амперные, вебер-амперные или кулон-вольтные. 
В силу ряда причин, обусловленных различными физическими процессами 
в самих нелинейных элементах, форма характеристик меняется с увеличе­
нием скорости изменения определяющих величин во времени.
4.5.3. Вольт-амперная характеристика по первым гармоникам
Под ВАХ по первым гармоникам понимают графическую или анали­
тическую связь между амплитудой (д ей ствую щ и м  значением) первой гар­
моники тока и амплитудой (действующим значением) первой гармоники 
напряжения на нелинейном элементе.
Этот тип характеристик подразделяют на две подгруппы. В первой 
подгруппе на нелинейном элементе изменяется по синусоидальному зако­
ну напряжение (поток или заряд), а во второй -  по синусоидальному зако­
ну во времени меняется ток через нелинейный элемент (напряженность 
в сердечнике нелинейной индуктивной катушки или напряжение на нели­
нейном конденсаторе).
Если воздействующее на нелинейный элемент синусоидальное напря­
жение (синусоидальный ток) не содержит постоянной составляющей, то 
ВАХ для первых гармоник данного элемента изображают какой-то одной 
кривой. Если же воздействующее напряжение (ток) содержит постоянную 
составляющую, то вольт-амперные, вебер-амперные или кулон-вольтные ха­
рактеристики изображают семействами кривых, на которых постоянная со­
ставляющая тока, напряжения, потока или заряда является параметром.
Этот тип характеристик получают расчетным аналитическим или 
графическим путем по соответствующим характеристикам для мгновен­
ных значений или снимают экспериментально.
При выполнении графика задаются различные значения амплитуд 
воздействующего на нелинейный элемент напряжения (тока, индукции, за­
ряда), по точкам строят кривую тока (напряженности, напряжения), в функ­
ции времени и путем разложения в ряд Фурье находят соответствующие 
амплитуды первой гармоники тока (напряженности, напряжения).
Для нелинейной индуктивной катушки ВАХ по первым гармоникам 
можно получить опытным путем с помощью схемы рис. 4.5, ач где ИТ] -  
источник синусоидальной ЭДС; ИТ2-  источник постоянной ЭДС; a b -  за­
жимы управляемой цепи НЭ; c d -  зажимы управляющей цепи НЭ. Измери­
тельный прибор Ѵ\, реагирует на первую гармонику напряжения, а измери­
тельный прибор А] -  на первую гармонику тока. На рис. 4.5, б качественно 
изображены ВАХ управляемой нелинейной индуктивной катушки по пер­
вым гармоникам. Параметром является ток управления /0. ВАХ по первым 
гармоникам для управляемого нелинейного конденсатора изображены на 
рис. 4.5, в. Параметром является управляющее постоянное напряжение UQ. 
ИТ2 регулирует источник постоянной ЭДС.
а
Рис. 4.5. Схемы для графического построения ВАХ 
по первым гармоникам: 
а -  схема с двумя источниками ЭДС; б -  ВАХ управляемой нелинейной катушки; 
в -  ВАХ управляемого нелинейного конденсатора
Снятие характеристик (см. рис. 4.5, б) производят следующим обра­
зом. Устанавливают некоторое произвольное значение /0 в цепи управле­
ния, затем плавно повышают напряжение U\ и для каждого его значения
записывают значение тока І\. Затем то же проделывают при новом значе­
нии /0 и т. д. Результаты измерений наносят на график и соответствующие 
точки соединяют плавной кривой.
ВАХ для первых гармоник используют при расчете установившихся 
режимов в нелинейных цепях, который называют расчетом по первой гар­
монике. При расчете применяют ВАХ той подгруппы, которая более под­
ходит по условию работы данного нелинейного элемента.
4.5.4. Вольт-амперная характеристика 
для действующих значений
Под ВАХ для действующих значений понимают зависимость между 
действующим значением синусоидального (несинусоидального) напряжения 
на нелинейном элементе и действующим значением тока, протекающего че­
рез него. Если напряжение (ток) содержит постоянную составляющую, то 
ВАХ для действующих значений изображают семейством кривых, на кото­
рых постоянная составляющая тока (потока, напряжения или заряда) являет- 
ся параметром.
ВАХ для действующих значений зависят от формы напряжения на 
нелинейном элементе и (или) от формы протекающего через него тока, по­
этому необходимо указывать, при каких условиях они получены.
При качественном и грубом количественном анализе полагают, что ха­
рактеристики, снятые при одной форме напряжения на нелинейном элементе, 
близки к характеристикам, снятым при другой форме напряжения. В действи­
тельности же количественное различие в характеристиках может оказаться 
значительным. ВАХ для действующих значений используют при расчете, на­
зываемом расчетом по ВАХ для действующих значений [2, с. 469].
4.6. Получение аналитическим путем обобщенных 
характеристик управляемых нелинейных элементов 
по первым гармоникам
Как отмечалось, нелинейные индуктивности и конденсаторы, а также 
большая группа нелинейных резисторов имеют характеристики для мгно­
венных значений, которые могут быть приближенно описаны формулой 
у  = ttsA((k). Для каждого нелинейного элемента под х и у  следует понимать 
свои величины.
Таким образом, х и у  -  обобщенные обозначения величин, опреде­
ляющих работу нелинейного элемента. Для всех перечисленных нелиней­
ных элементов можно построить единые характеристики по первым гар­
моникам. С этой целью положим х = х0 + .xmsino)/. Тогда амплитуда первой 
гармоники функции
vlm = 2ac/jßx0(-y j|(/(km)).
Формула устанавливает связь между амплитудой у Хт первой гармо­
ники у, амплитудой хт первой гармоники х и постоянной составляющей дг0.
На рис. 4.6, а изображены характеристики управляемого нелинейно­
го элемента при х0 = 0, 1, 2, 3 ,4 , 5, построенные по выведенной формуле. 
Кривыми можно пользоваться при известном значении параметра ß x . Ес­
ли известна не ßüc0, а постоянная составляющая у 0 / а, то семейство кривых 
ßtX/л= f  {у\т / 2а) при параметре у 0/ а может быть построено следующим обра­
з а /азом. Находим shß =
ЛИ?*»,)
и вместо chßxo в выведенную формулу подставим
Ѵ і + ^ х = ^ і +
В результате получим:
Ѵр/а
л О 'Ю .
Уо//о
2а 2а
Рис. 4.6. Схемы управляемого нелинейного элемента: 
а -  характеристика управляемого нелинейного элемента при хо = 0, 1, 2, 3, 4, 5; 
б -  характеристика управляемого нелинейного элемента при уо/а = 0, 50, 100, 150,200
Кривые (рис. 4.6, б ), построенные по формуле, являются характери­
стиками управляемого нелинейного элемента при значениях параметра 
^0/ а  = 0, 50, 100, 150, и 200. Обратим внимание на то, что у ХтІ 2а, ßxm, 
Уо / а  -  величины с нулевой размерностью.
Контрольные вопросы и задания
1. Расскажите, в чем заключаются особенности нелинейных цепей пе­
ременного тока.
2. Какие физические явления можно наблюдать в нелинейных цепях 
при переменном токе?
3. Чем вызвано появление постоянной составляющей тока на нели­
нейных элементах с симметричной нагрузкой?
4. Какие основные преобразования можно осуществлять с помощью 
нелинейных элементов?
5. Опишите последовательность построений на рис. 4.2.
Глава 5. НЕЛИНЕЙНЫЕ ИНДУКТИВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ
Под нелинейными индуктивными элементами понимают индуктив­
ные катушки (индуктивности) с обмотками, намотанными на замкнутые 
сердечники из ферромагнитного материала, для которых зависимость маг­
нитного потока в сердечнике от протекающего по обмотке тока нелинейна. 
Индуктивное сопротивление таких катушек, оказываемое прохождению 
переменного тока, не постоянно; оно зависит от значения переменного то­
ка. Условимся называть их нелинейными индуктивными катушками или 
нелинейными индуктивностями.
Нелинейные индуктивности подразделяют на управляемые и не­
управляемые, но деление на безынерционные и инерционные на них не 
распространяется, так как их нелинейность обусловлена свойствами фер­
ромагнитного материала, а не тепловым эффектом.
а б
Рис. 5.1. Изображение нелинейных индуктивных катушек: 
а -  в виде замкнутого сердечника; б -  в виде графической схемы
На электрических схемах нелинейную индуктивную катушку изо­
бражают в виде замкнутого сердечника с обмоткой (рис. 5.1, а) или так, как 
показано на рис. 5.2, б.
Сердечники нелинейных индуктивных катушек при относительно 
низких частотах делают обычно двух типов: пакетные и спиральные. Па­
кетные сердечники состоят из тонких пластин ферромагнитного материала 
кольцевой, П- или Ш-образной формы. Спиральные сердечники изготов­
ляют из тонкой ферромагнитной ленты. По форме они напоминают туго 
навитую часовую пружину.
Пластины пакетного и отдельные витки спирального сердечников 
изолируют друг от друга эмалевым лаком, жидким стеклом или каким-ли­
бо иным изолирующим составом и запекают. Изоляция необходима для 
уменьшения потерь энергии в сердечнике от вихревых токов.
При высоких частотах резко возрастают потери в листовых сердеч­
никах, поэтому сердечники, предназначенные для работы на высоких час­
тотах, выполняют обычно из магнитомягкого феррита.
5.1. Основные характеристики 
ферромагнитных материалов
При решении электротехнических задач вещества делятся на силь­
номагнитные, у которых \і >  1, и слабомагнитные, у которых ц ~ 1, или на 
так называемые ферромагнитные и неферромагнитные. Электрические 
машины, трансформаторы и другие аппараты конструируют так, чтобы 
магнитный поток в них был по возможности наибольшим. Если в магнит­
ную цепь входит ферромагнитный материал, то поток в ее ветвях при од­
ной и той же намагничивающей силе оказывается во много раз больше, 
чем в случае отсутствия ферромагнитного материала.
а б
Рис. 5.2. Зависимости магнитной индукции: 
а -  кривая намагничивания; б -  гистерезисная петля
Ферромагнитные материалы обладают способностью усиливать 
внешнее магнитное поле за счет внутренних микротоков. Считается, что 
внутри металлов имеются области одинаковой намагниченности -  домены. 
Направления намагниченности этих доменов различны, поэтому в целом 
материал не проявляет магнитных свойств. Но если ферромагнетик помес­
тить во внешнее магнитное поле, домены начинают переориентироваться, 
а их магнитные поля складываются, усиливая внешнее магнитное поле. 
Усиление поля происходит до определенных пределов. Когда все домены 
переориентируются, происходит так называемое насыщение.
Свойства сильномагнитных веществ принято характеризовать зави­
симостью магнитной индукции В от напряженности //. Различают два ос­
новных типа этих зависимостей: кривые намагничивания и гистерезисные 
петли. Под кривой намагничивания понимают однозначную зависимость 
между В и Н (рис. 5.2, а). Из курса физики известно, что ферромагнитным 
материалам присуще явление гистерезиса -  отставание изменения маг­
нитной индукции В от изменения напряженности магнитного поля И. 
Гистерезис обусловлен необратимыми изменениями энергетического со­
стояния под действиями внешнего поля. При периодическом изменении 
напряженности поля зависимость между В и Н  приобретает петлевой ха­
рактер (рис. 5.2, 6).
Магнитной цепью называют совокупность катушек с током, ферро­
магнитных тел, по которым замыкается магнитный поток (рис. 5.3). Разли­
чаются основной магнитный поток Ф0, который замыкается по магнито- 
проводу, и поток рассеяния который частично проходит по воздуху. 
Магнитные цепи могут быть разветвленные и неразветвленные.
5.2. Магнитные цепи постоянного тока. 
Законы магнитных цепей
Рис. 5.3. Магнитная цепь
При расчете магнитных цепей делается ряд упрощений:
1. Поток рассеяния отсутствует.
2. Во всех сечениях магнитопровода поток одинаков.
3. Во всех поперечных сечениях магнитопровода вектор магнитной 
индукции имеет одну и ту же величину и перпендикулярен ему. Поэтому 
Ф = BS.
В соответствии с принятыми упрощениями расчет ведется на сред­
нюю линию, которая проходит через центры всех поперечных сечений.
5.2.1. Закон полного тока
Магнитное поле создается электрическими токами. Связь между 
магнитным полем и током определяется законом полного тока:
р < / / = £ / ,
/
где Н -  напряженность магнитного поля [А/м], 
отсюда
где Ца -  абсолютная магнитная проницаемость.
5.2.2. Закон Ома для магнитной цепи
Знаменатель этого выражения представляет собой магнитное сопро­
тивление:
*M = i£s’
где S -  площадь поперечного участка магнитопровода.
Магнитное сопротивление зависит от магнитного потока, следователь­
но, является величиной непостоянной, и поэтому его применение ограниче­
но. Напряжение на этом сопротивлении (JM = RM • Ф = Н  • /м.
5.2.3. Анализ неразветвленных магнитных цепей
Неразветвленные магнитные цепи присущи большому числу различ­
ных устройств, при этом встречаются устройства как с замкнутым магни- 
топроводом, так и с магнитопроводами, имеющими воздушный зазор. Но 
в обоих случаях будем считать, что магнитный поток в таких неразветв­
ленных цепях в любом сечении магнитопровода один и тот же (Ф = const).
Для анализа магнитных цепей используют также вебер-амперную 
характеристику выражающую графически зависимость между маг­
нитным потоком и магнитным напряжением участка UMB или магнитной 
цепи в целом. Магнитный поток при этом определяется магнитной индук­
цией В и площадью поперечного сечения магнитопровода S (Ф = В • S), 
а магнитное напряжение UM -  напряженностью магнитного поля Н  и дли­
ной участков цепи /. Отметим, что если кривая намагничивания В(Н) явля­
ется характеристикой материала, то вебер-амперная характеристика Ф (UM) -  
это характеристика определенной магнитной цепи.
Рис. 5.4. Вебер-амперные характеристики участков магнитных цепей 
с незамкнутым магнитопроводом и цепи в целом
На рис. 5.4 показаны зависимости Ф (І/М) магнитной цепи. Наличие 
воздушного зазора делает характеристику Ф(£/м) цепи более пологой по 
сравнению с характеристикой ферромагнитного участка, и для создания 
того же магнитного потока требуется значительно большая МДС или 
большее напряжение £/м. Кривые (см. рис. 5.4) могут быть получены из 
кривой намагничивания материала. При этом вебер-амперная характери­
стика Фв (Um) для воздушного зазора является прямой линией и поэтому 
ее строят по одной точке, выбранной произвольно:
Ф = Яв ■ *  и и ыъ = Нв/в = ~ / в = 8 • 105 ВвІъ.
Цо
Аналогию с первым законом Кирхгофа для электрических и магнит­
ных цепей получаем с учетом известной из курса физики теоремы Гаусса, 
согласно которой поток вектора магнитной индукции В через любую  
замкнутую поверхность равен нулю. Математически это описывается вы­
ражением
<b = \B d S .
S
Все это позволяет сделать вывод о возможности использования схем 
замещения магнитных цепей постоянного магнитного потока в виде гра­
фического изображения элементов магнитной цепи, подобных элементам 
электрической цепи. На основе приведенных уравнений и сопоставления 
соответствующих магнитных и электрических величин можно составить 
таблицу сравнений (таблица).
Сравнительная характеристика магнитной и электрической цепи
Магнитная цепь Электрическая цепь
F =  со • /-м .д .с . £ -  ЭДС
Ф -  магнитный поток /  — электрический ток
-  магнитное сопротивление R -  электрическое сопротивление
£/м = / / • /  = Дм • Ф -  магнитное напря­
жение
U = R ' I -  электрическое напряже­
ние
ХФі = 0 -  первый закон Кирхгофа U i = 0 -  первый закон Кирхгофа
Х£/м/ = XFK -  второй закон Кирхгофа U I  = Х£к -  второй закон Кирхгофа
Продолжая аналогию между магнитной и электрической цепями, 
можно получить также выражение закона Ома для магнитной цепи. Так, 
для ферромагнитного участка цепи
*  = ß  V = Н  ( с о ^ й о И ^  (со/)фм ^
фм фм фмИиМѵ фм f /  / /  ~  \  п  ’
‘фм ‘фм '( И о И г ^ ф м ) Мфм
где £фМ, ^мфм= /фм/(^о^г^фм) ~ соответственно магнитодвижущая сила
и магнитное сопротивление ферромагнитного участка цепи, Г н -1; 
цг -  относительная магнитная проницаемость ферромагнетика.
Аналогично для воздушного зазора
где FB-  магнитодвижущая сила немагнитного участка цепи (зазора); 
/.
#мв = ~г~^ —г -  магнитное сопротивление воздушного зазора.
( м Л )
Здесь /фм -  длина воздушного зазора.
В соответствии с полученным сопоставлением и выражениями на 
рис. 5.5 приведены схема замещения магнитной цепи рис. 5.5, а и аналогич­
ная ей электрическая схема замещения магнитной цепи рис. 5.5, б. Применяя 
закон полного тока для рассматриваемой цепи, нетрудно получить
Согласно этому выражению магнитное сопротивление всей цепи 
равно сумме магнитных сопротивлений ее последовательно соединенных 
участков.
Рис. 5.5. Схема сравнения магнитной и электрической цепей: 
а -  электрическая схема замещения магнитной цепи; б -  расчетная схема замещения
Величины, обратные магнитным сопротивлениям, называют магнит­
ными проводимостями. Соответственно получаем для ферромагнитного
1 1
участка ЛМфМ = п и для зазора Лмв = 7Г~ '
Ѵ Я Мфм фв
Из выражений магнитных сопротивлений и закона Ома видно, како­
во влияние высокой магнитной проницаемости ферромагнитных участков
F  ^фмАфм ^В^В ^фм + Ф^Мфм Ф^МВ»
откуда
^Мфм + ^МВ X ^ М/
а б
(цо Цг) на магнитное напряжение UM или МДС F. Магнитное сопротивление 
уменьшается с увеличением относительной магнитной проницаемости \іп 
поэтому для получения больших магнитных потоков при заданной МДС 
магнитопровод должен быть выполнен из магнитомягкого материала с вы­
сокой магнитной проницаемостью.
В соответствии со схемами замещения (см. рис. 5.5) анализ неодно­
родной магнитной цепи можно провести методом пересечения характери­
стик, т. е. графически. Из выражения второго закона Кирхгофа для цепи 
(см. рис. 5.5, б)
со/ = Ищм + £/мв j
где t/мфм и Lmb -  магнитные напряжения участков.
Магнитное напряжение воздушного зазора
^МВ = со/ -  £/мфм •
Решение этого нелинейного уравнения осуществляют графически 
(рис. 5.6) путем построения двух вебер-амперных характеристик. Точка их 
пересечения Л позволяет определить значение магнитного потока Фі для 
данной цепи. Поскольку наличие воздушного зазора увеличивает магнит­
ное сопротивление магнитной цепи, можно сказать, что значение длины 
воздушного зазора во многих устройствах определяет качество магнитной 
цепи: чем меньше воздушный зазор, тем меньше МДС, которую необхо­
димо создать для обеспечения заданного магнитного потока, т. е. тем эко­
номичнее устройство (рис. 5.7, 5.8).
Рис. 5.6. Графический метод нахождения магнитного потока 
по заданной МДС
wl=const
Рис. 5.7. Магнитные характеристики, определяющие влияние длины 
воздушного зазора на значения магнитного потока в магнитной цепи 
с постоянной МДС
Рис. 5.8. Магнитные характеристики, определяющие влияние длины 
воздушного зазора на значения МДС в магнитной цепи с неизменным 
магнитным потоком
С помощью вебер-амперных характеристик удобно вести анализ маг­
нитной цепи: они позволяют выявить влияние длины воздушного зазора, 
материала и других факторов на режим работы магнитной цепи.
Из всего сказанного следует, что магнитные цепи можно рассчиты­
вать теми же методами, что и нелинейные электрические цепи.
5.2.4. Расчет неразветвленной магнитной цепи
Рассмотрим магнитную систему электромагнита (рис. 5.9). Заданы 
магнитный поток, геометрические размеры и кривая намагничивания. Тре­
буется определить намагничивающую силу катушки.
Iw
Рис. 5.9. Магнитная система электромагнита
Расчет производится в следующем порядке:
1. Намечается средняя индукционная линия.
2. Магнитная цепь разбивается на участки, которые различаются по­
перечными сечениями или материалами.
3. По заданным геометрическим размерам вычисляются длины и по­
перечные сечения участков. Поперечное сечение воздушного зазора при­
нимается равным сечению магнитопровода (SB = S\).
4. Составляется уравнение по второму закону Кирхгофа:
Н\1\ + Н2і2 + Я в/е = Iw.
5. Определяется индукция на всех участках по заданному потоку:
Ф Ф
ßi -  ф  ’ В2 -  ’ #в -  В\9 Sb -  S\.
6. Определяется напряженность поля на всех участках магнито­
провода по кривой намагничивания. Напряженность в воздушном зазоре 
определяется на основании формулы В = \lqH.
7. Найденные значения подставляются в выражение п. 4 и определя­
ется значение намагничивающей силы Ы\
Если задана намагничивающая сила, а требуется определить магнит­
ный поток, то это будет обратная задача. Такая задача решается графиче­
ским способом. Задавая несколько раз значения магнитного потока подоб­
ным образом, как в первой прямой задаче, определяют значения намагни­
чивающей силы. По полученным данным строится зависимость потока от 
намагничивающей силы (рис. 5.10). По этой кривой исходя из заданного 
значения намагничивающей силы определяют рабочий магнитный поток.
Рис. 5.10. Зависимость потока от намагничивающей силы
Магнитный поток можно определить приближенно, считая, что все 
магнитное напряжение приложено к воздушному зазору, что, как правило, 
близко к истине. В этом случае
где RMB -  сопротивление воздушного потока;




5.2.5. Расчет силы притяжения электромагнита
В общем случае механические силы рассчитываются по закону со­
хранения энергии с использованием принципа виртуальных перемещений. 
Рассмотрим магнитную систему электромагнита (см. рис. 5.9). Здесь име­
ется воздушный зазор. Плотность энергии магнитного поля в воздушном 
зазоре выбранного материала ферромагнетика определяется по выражению
г -  — -  —
“ 2 2ц„ •
Энергия магнитного поля в зазорах определяется как плотность 
энергии, умноженная на объем:
w« = K v ~ s th = - f - s . h ,
2 2ц„
где И -  длина воздушного зазора.
Пусть под действием некоторой силы произошло виртуальное бес­
конечно малое перемещение длины зазора на величину dh. При этом маг­
нитный поток не изменился. Сила определяется по выражению
dW dfT — м _
dh dh
* -  Sh 
2Ho 2Ц0
На практике может потребоваться определение величины индукции 
по заданной силе. В этом случае определяются намагничивающая сила 
и магнитная система с учетом возможности размещения катушки.
Контрольные вопросы и задания
1. Почему для производства нелинейных индуктивных элементов 
важно использовать ферромагнитные материалы?
2. Почему нельзя потокосцепление рассеяния катушки представить 
как произведение числа ее витков и потока рассеяния?
3. Расскажите, как косвенным путем можно определить амплитуду 
индукции магнитного поля, сцепленного с катушкой.
4. Как выбирают направление магнитного потока в ветвях?
5. Постройте кривые Ф(/) и UK(t) при синусоидальном токе в нели­
нейной катушке.
Глава 6. МАГНИТНЫЕ ЦЕПИ ПЕРЕМЕННОГО ПОТОКА
6.1. Нелинейные цепи переменного тока
Вокруг любого проводника с током возникает магнитное поле. Если 
проводник согнуть в виде петли, то образуется контур (рис. 6.1). Магнит­
ный поток такого контура определяется выражением
Рис. 6.1. Контур с переменным магнитным потоком
Обычно контур состоит из нескольких витков, и в этом случае необ­
ходимо учитывать поток, сцепленный с витками, т. е. потокосцепление \|/. 
Если витки расположены плотно, то поток умножается на число витков:
\|f = <Pw.
Пусть по катушке протекает синусоидальный ток / = !,„ • sinш/. Со­
гласно закону электромагнитной индукции
где со/, = Хі -  индуктивное сопротивление;
ш  -  угловая частота;
Іт -  амплитудное значение тока.
Для увеличения индуктивного сопротивления применяют ферромаг­
нитные сердечники -  магнитопроводы, роль которых заключается в увели­
чении магнитного потока за счет внутренних элементарных токов.
Введение ферромагнитных сердечников наряду с указанным положи­
тельным эффектом имеет и такие отрицательные стороны, как нелинейность 
зависимости магнитного потока от намагничивающего тока, т. е. непостоян­
ство коэффициента L, и потери тока в сердечнике, идущего на его нагрев.
Ф = Li.
Рассмотрим особенности электромагнитных процессов в магнитных 
цепях переменного потока. При изучении особенностей электромагнитных 
процессов целесообразно идеализировать элементы магнитной цепи. Пре­
небрежем магнитным полем вне магнитопровода -  полем рассеяния. Пото- 
косцепление обмотки, создаваемое этим полем, на два порядка меньше ра­
бочего потокосцепления, образованного потоком в магнитопроводе. Это 
позволяет исключить из уравнения электрического состояния обмотки 
ЭДС, создаваемую изменяющимся полем рассеяния. Пренебрежем также 
сопротивлением обмотки: падение напряжения на этом сопротивлении 
много меньше ЭДС е, индуктированной рабочим потоком Ф в магнитопро­
воде. Тогда получается, что переменное напряжение и на обмотке уравно­
вешивается только ЭДС:
где е = -со— .dt
Магнитную цепь, у которой электрическое состояние обмотки опи­
сывается данным уравнением, будем называть идеализированной (рис. 6 .2).
Закон изменения переменного потока полностью определяется на­
пряжением на обмотке и не зависит от параметров магнитной цепи. Тако­





Рис. 6.2. Идеализированная магнитная цепь
0)
Это не означает, что напряжение непосредственно создает магнитное 
поле. Поле может создаваться только токами, но при анализе электромаг­
нитных процессов удобно определять ток обмотки как функцию потока.
Постоянный коэффициент L характеризует линейную связь между 
потокосцеплением индуктивного элемента и его током:
dV  У 
L  =  —77 =  “Г =  COnSt. di I
Для обмотки с рабочим потоком Ф в магнитопроводе данное уравне­
ние оказывается нелинейным, что легко доказать. Для простейшей магнит­
ной цепи, приведенной на рис. 6 .2, можно записать уравнения:
Ч^(/) = шФ(/) = iöSB(t\
В этих уравнениях учтена идеализация поля в магнитопроводе, как 
и в магнитных цепях с постоянным потоком. Согласно этим уравнениям 
потокосцепление *Р пропорционально магнитной индукции Я, а ток -  на­
пряженности поля Я
Рис. 6.3. Динамическая петля перемагничивания
Переменные B(t) и Я (/) связаны между собой параметрической зави­
симостью, которую можно выразить кривой намагничивания. При перио­
дическом изменении напряжения и (/) поток Ф (/) и магнитная индук- 
Ф
ц и я £ (0  = “^  испытывают циклические изменения. При таком изменении 
связь между В и Я  выражается динамической петлей перемагничивания
(рис. 6.3). Очевидно, зависимость В (Я) является нелинейной; соответст- 
венно нелинейна и зависимость Ч* (/). Производная непрерывно изменя­
ется на этой кривой, следовательно
dW
L = ~rff = L(i) = var.
Индуктивность обмотки магнитопровода непостоянна и зависит 
от тока в электрической цепи. Это вторая особенность электромагнитных 
процессов в индуктивной катушке с магнитопроводом.
Напряжение на обмотке и ток в ней связаны нелинейным уравнением
= <Ю = d 4  di _ di
U~ dt ”  dl d t~  d t'
Таким образом, уравнения для электрических цепей, содержащих 
обмотку с магнитопроводом, нелинейны.
При синусоидальном напряжении на обмотке ток оказывается не- 
синусоидальным. Такова третья особенность электромагнитных процессов 
в обмотке с магнитопроводом. Поэтому для расчетов невозможно исполь­
зовать векторные диаграммы и комплексные величины. Форму тока опре­
деляют графически.
а б
Рис. 6.4. Графическое описание четвертой особенности 
электромагнитных процессов: 
а -  вебер-амперная характеристика; б -  графическое изображение функции 
Т (/) = Tosincj/
На рис. 6.4 для момента времени t\ проводится перпендикуляр 
(см. рис. 6.4, а). Точка пересечения перпендикуляра с синусоидой перено­
сится на восходящую ветвь петли гистерезиса, по которой определяется 
ток (см. рис. 6.4, б). Полученное значение тока переносится на вертикаль­
ную ось, откуда на перпендикуляр. Данное значение есть одна из точек 
кривой тока. Это четвертая особенность электромагнитных процессов в маг­
нитной цепи переменного потока.
Изменение магнитного поля вызывает нагрев магнитопровода из-за 
гистерезиса и вихревых токов. Следовательно, в магиитопроводе возника­
ют потери электроэнергии, которые называют магнитными потерями. 
В магиитопроводе с постоянным потоком магнитных потерь нет.
При анализе электромагнитных процессов в магнитных цепях часто 
не учитывают магнитные потери, так как они не оказывают существенного 
влияния на ток в обмотке и поток в магиитопроводе. Однако при энергети­
ческой оценке электротехнического устройства или при расчете его тепло­
вого режима магнитные потери обязательно учитывают, так как они могут 
быть даже больше электрических потерь в обмотках.
6.2. Магнитные потери
При циклическом перемагничивании ферромагнитного материала 
магнитная индукция отстает по фазе от напряженности магнитного поля. 
Из курса физики известно, что зависимость В (//) называют в этом случае 
петлей гистерезиса. Площадь петли гистерезиса характеризует потери 
энергии WM в единице объема ферромагнитного материала за период из­
менения напряженности магнитного поля в этом материале. Мощность 
потерь в магиитопроводе APMar пропорциональна величине магнитной 
энергии WM, частоте перемагничивания/  и объему ферромагнитного ма­
териала Гм:
ДРмаг=/И^мКм.
Магнитные потери складываются из двух составляющих: потерь от 
гистерезиса и потерь от вихревых токов.
Потери от гистерезиса существуют при любом, даже очень медленном 
перемагничивании. Для минимизации их стремятся получить возможно более 
правильную кристаллографическую структуру путем уменьшения примесей
и снижения механических напряжений. Косвенной характеристикой потерь 
от гистерезиса является коэрцитивная сила / / с -  величина, пропорциональ­
ная ширине петли гистерезиса при В = 0 (см. рис. 6.3). Для электротехниче­
ских сталей # с ~ 3• 1 (Г3 А/м, для пермаллоев Нс ~ 0,1 • 10-3 А/м.
Существуют формулы, полученные опытным путем, для расчета 
мощности потерь:
Pm= 8 J 2ß lV ,
где Р в, Рг -  мощность потерь на вихревые токи и на гистерезис соответ­
ственно;
V -  объем сердечника;
8в> 5Г -  коэффициенты, зависящие от формы и материала сердечника;
Вт -  амплитуда индукции.
Помимо потерь от гистерезиса в магнитопроводе возникают потери 
от вихревых токов. Эти потери связаны с образованием вихревого элек­
трического поля в области переменного магнитного поля. Если эта область 
занята проводящим магнитным материалом, то в ней возникают вихревые 
токи. Интенсивность вихревых токов зависит от частоты изменения и ин­
тенсивности магнитного поля, а также от электропроводности материала. 
Для уменьшения удельной электрической проводимости в электротехни­
ческие стали вводят присадки кремния.
Значительного уменьшения потерь от вихревых токов удается до­
стигнуть, выполняя магнитопровод из листового материала толщиной 
0,05-0,5 мм. Чем выше частота перемагничивания, тем тоньше должны 
быть листы. При частоте 50 Гц применяют листы толщиной 0,35 или 
0,5 мм. Поверхность листов покрывают изолирующим лаком. Для поясне­
ния причины значительного уменьшения потерь в листовом магнитопро­
воде сопоставим внешние контуры вихревых токов в сплошном и рассло­
енном магнитопроводах (рис. 6.5).
При толщине листов, в п раз меньшей толщины а сплошного магни­
топровода, магнитный поток, сцепленный с контуром тока /вих, и ЭДС 
в контуре уменьшаются в п раз. При п 1 средняя по контуру напряжен­
ность электрического поля снижается в п!2 раз. Соответственно уменьша­
ется в п!2 раз плотность вихревого тока. Мощность потерь в единице объ­
ем а магнитопровода пропорциональна квадрату плотности тока. Напри­
мер, если магнитопровод с а = 35 мм выполнить из листовой стали толщи­
ной 0,35 мм, то л = 1 0 0 , а потери снизятся в (100/2)2 = 2,5-103 раз. Здесь 
сделана грубая оценка потерь, точный же расчет на основе теории элек­
тромагнитного поля показывает, что уменьшение потерь будет в 100 раз.
а б
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Рис. 6.5. Схема распределения вихревых потоков: 
а -  в сплошном магнитопроводе; б -  в расслоенном магнитопроводе
Согласно закону Ленца, вихревые токи стремятся затормозить измене­
ние потока и магнитной индукции в магнитопроводе. В результате вихревые 
токи как бы усиливают явление гистерезиса и петля перемагничивания расши­
ряется. Чем больше частота перемагничивания, тем шире петля (рис. 6.6).
Рис. 6 .6 . Петли перемагничивания при/  —► 0 , /=  50 Гц
б.З. Вольт-амперные характеристики и индуктивное 
сопротивление обмотки при синусоидальном 
напряжении
При объяснении вольт-амперных характеристик удобно воспользо­
ваться введенной ранее идеализацией магнитной петли на кривую намаг­
ничивания. Идеализацию можно расширить, заменив реальные петли пе­
ремагничивания (рис. 6.7, а) однозначной зависимостью показан­
ной на рис. 6.7, б. Кривая рис. 6.7, б образуется слиянием прямых и обрат­
ных ветвей петель перемагничивания (см. рис. 6.7, а). Такая идеализация 
магнитных характеристик позволяет пренебречь влиянием гистерезиса 
и вихревых токов в магнитном материале на форму кривой /(/) тока в об­
мотке магнитопровода. При синусоидальном напряжении и = Lrmsinco/ маг­
нитная индукция в магнитопроводе
Поэтому потери энергии на вихревые токи пропорциональны квадра­
ту амплитудного значения индукции, квадрату частоты и квадрату толщи­
ны листа.
Рис. 6.7. Петли перемагничивания: 
а -  реальные петли перемагничивания; б -  идеализированная кривая перемагничивания
а б
Btk ВА
Уменьшить потери в листовом сердечнике на вихревые токи можно 
двумя путями:
1) изготовлением сердечника из тонких изолированных друг от друга 
листов;
2) добавлением в ферромагнитный материал примесей, увеличиваю­
щих его удельное сопротивление.
При частоте 50 Гц толщина листов обычно равна 0,35-0,5 мм; при 
высоких частотах -  уменьшается до 0,005 мм.
Кроме потерь от вихревых токов в сердечнике есть еще потери, обу­
словленные гистерезисом и магнитной вязкостью.
Амплитуда магнитной индукции пропорциональна амплитуде по­
данного на катушку напряжения Um. Задавшись рядом значений Вт , можно 
построить кривые /(/) изменения тока в обмотке с числом витков w:
Для этого используем кривую, приведенную на рис. 6.7, б, и соотноше­
ние /(/) - Такое построение выполнено на рис. 6.8 для положительно­
го полупериода магнитной индукции.
Рис. 6 .8. Построение кривых напряженности магнитного поля Н, и тока / 
при синусоидальном напряжении на обмотке магнитопровода
По мере увеличения Вт форма тока все более отличается от синусоиды. 
Ток резко увеличивается при насыщении материала магнитопровода. Связь 
максимальных значений Вт и Іт определяется точками, лежащими на идеали­
зированной кривой Bt(Ht) (см. рис. 6.7, б). Подобной кривой характеризуется 
также связь Um и 1т (рис. 6.9, а). Зависимость максимального значения то­
ка /,„ от амплитуды Um синусоидального напряжения на обмотке нелинейна 
(рис. 6.9, б). Эту зависимость можно назвать вольт-амперной характеристи­
кой по максимальным значениям. От амплитуды напряжения перейдем к дей­
ствующему значению Для несинусоидального тока можно также пе­
рейти от максимального к действующему значению. Для этого воспользуем­
ся формулой
Рис. 6.9. Вольт-амперные зависимости: 
а -  для магнитопровода; б -  для обмотки
У кривых /(/), подобных приведенным на рис. 6 .8, коэффициент ам­
плитуды ka = ^j больше д/2. Этот коэффициент можно представить в ви- 
де £ ,ф , т. е.
/ - Z .  = J _ /
где 4 ^ 1.
На рис. 6.10 изображены зависимости lm(Um) и /(U). Обычно харак­
теристику I(IJ) называют вольт-амперной; ее получают эксперименталь­
но, используя амперметр и вольтметр электромагнитной системы, изме­
ряющие действующие значения периодических токов и напряжений.
Рис. 6.10. Вольт-амперные характеристики обмотки магнитопровода
Анализ цепей, содержащих обмотки с магнитопроводом, можно су­
щественно упростить, заменив реальный несинусоидальный ток эквива­
лентным синусоидальным током с равным действующим значением. Тогда 
ЭДС самоиндукции е в обмотке можно представить падением напряжения 
на индуктивном сопротивлении А" в комплексном виде:
В уравнении комплексный ток /  предполагается синусоидальным. 
ЭДС в идеализированной обмотке полностью уравновешивает приложен­
ное к ней напряжение:
Отсюда эквивалентное индуктивное сопротивление обмотки при эк­
вивалентном синусоидальном токе вычисляется как
'т1 ц и т)і
- Е  = j X l .
U = -E .
Подставляя данные уравнения, получим:
U = - Е  = jX I .
Вольт-амперная характеристика обмотки нелинейна, ток 1 растет бы­
стрее напряжения U, и сопротивление X  монотонно уменьшается по мере 
роста U (рис. 6.11). Следовательно, обмотка с магнитопроводом является 
нелинейным элементом.
Рис. 6.11. Нелинейные вольт-амперные характеристики
Перейдем от мгновенных к действующим значениям тока 1 и напря­
женности магнитного поля H j .
1= H l/w .
При испытании ферромагнитных материалов, измеряя U и /, с по­
мощью ранее описанных уравнений можно получить зависимость 
которая называется магнитной характеристикой материала в переменном 
поле. Эти характеристики, подобные вольт-амперным характеристикам 
обмотки на образцах ферромагнитных материалов, приводятся в электро­
техническом справочнике. По ним можно рассчитать вольт-амперную ха­
рактеристику обмотки, если заданы конструктивные параметры магнитной 
системы.
6.4. Полное уравнение электрического состояния 
и схема замещения обмотки при синусоидальном
потоке
В некоторых электротехнических устройствах обмотка или часть ее 
удалены от магнитопровода. При этом ЭДС (ерас) от поля рассеяния может 
оказывать заметное влияние на ток в обмотке, и ее приходится учитывать 
в уравнении электрического состояния.
При глубоком насыщении магнитопровода ток в обмотке значитель­
но возрастает и падение напряжения на сопротивлении обмотки /?об стано­
вится сравнимым с ЭДС от рабочего потока в магнитопроводе (рис. 6.12).
Таким образом, с учетом общих потерь полное уравнение электрического 
состояния обмотки должно иметь вид
U 6 врас Лоб/,
где dt *
R 06 Ж рас
о -с Ф
U
/ ( / )
О Идеализированная 
магнитная цепь
Рис. 6.12. Эквивалентная схема обмотки с магнитопроводом
При анализе многих электромагнитных устройств с переменным 
магнитным полем принято заменять несинусоидальный ток в обмотке эк­
вивалентным синусоидальным током, имеющим то же действующее зна­
чение. Это позволяет использовать при анализе векторные диаграммы 
и уравнения электрического состояния в комплексной форме. В частности, 
уравнение можно записать в виде
ЭДС рассеянии заменим падением напряжения на индуктивном со­
противлении рассеяния:
Этому уравнению соответствует эквивалентная схема цепи, в которой 
идеализированная магнитная система с обмоткой дополнена резистивным
V = - E - E pac + R J .
■V: E ^ = - j X pxI .
элементом/?об и индуктивным элементом Х ^  (рис. 6.13, а). Заменим, как 
и раньше, ЭДС Ё падением напряжения UF на индуктивном сопротивлении:
Отсюда
X: -Ё  =  ÜF =  jX i .
Ü = R j  + j X j  +  0 ,  = R j  + j {X px + x ) i .
Этому уравнению соответствует схема замещения, приведенная на 
рис. 6.13, а.
6
Rоб JXpac Rod jX\рас
р( и а jx  1
1 /« T
I f "  1
Рис. 6.13. Схемы с магнитной системой: 
а -  идеальная схема (без потерь); б -  реальная схема
В реальном магнитопроводе имеются магнитные потери энергии, 
и для полного отображения электромагнитных процессов схему замеще­
ния, изображенную на рис. 6.13, я, следует дополнить резистивным эле­
ментом /?маг. Мощность потерь в этом элементе (потери на тепло) должна 
быть равна мощности магнитных потерь. Если элемент /?маг включить на 




Ü = R J  + J X j  + ÜK = R j  + j ( x ^  + x ) f
следует дополнить, получив систему уравнений
Ü ^ R J  + j X j  + ü , ,
Ч л + Ѣ
JX Rm
Схема замещения обмотки с магнитопроводом, приведенная на 
рис. 6.13, б, отличается от схемы замещения индуктивной катушки в не­
магнитной среде (без магнитопровода):
• элементом Ямаг, учитывающим магнитные потери и зависящим от 
приложенного к катушке напряжения;
• элементом X , учитывающим ЭДС от потока в магиитопроводе и за­
висящим от приложенного к катушке напряжения.
6.5. Определение феррорезонансных цепей
Рассмотрим группу довольно грубых явлений, которые имеют место 
в цепях, содержащих нелинейную индуктивность и линейный конденсатор. 
Такие цепи называют феррорезонансными. Аналогичные явления имеют 
место в цепи с линейной индуктивностью и нелинейным конденсатором.
6.5.1. Построение вольт-амперной характеристики 
последовательной феррорезонансной цепи
В схеме на рис. 6.14, а  последовательно включены нелинейная ин­
дуктивность L, линейный резистор сопротивлением R и линейный конден­
сатор емкостью С. ВАХ нелинейной индуктивности Ul = Д 0  изображается
кривой 1 на рис. 6.14, б; ВАХ конденсатора Ur = прямой 2; ВАХ ре­
зистора UR = R I -  прямой 3.
- ѳ -
Рис. 6.14. Последовательная схема включения R, L, С элементов: 
а -  ВАХ индуктивности; 6 -  ВАХ емкости; в -  треугольник напряжений
Точки, принадлежащие результирующей ВАХ схемы -  кривой 4, по­
лучаем следующим образом.
Произвольно задаемся некоторым током /, находим для него раз­
ность напряжений Ü, -  0 С (напряжения на индуктивности и на конденса­
торе находятся в противофазе) и напряжение ÜR; результирующее напря­
жение Ü равно гипотенузе треугольника, построенного на катетах UR 
и Ui -  Uс (рис. 6.14, в).
При сравнительно малом R на результирующей ВАХ цепи возникает 
падающий участок, а сама ВАХ имеет А-образную форму. С увеличени­
ем R падающий участок на ВАХ исчезает.
6.5.2. Триггерный эффект в последовательной 
феррорезонансной цепи. Феррорезонанс напряжений
На рис. 6.15, а отдельно представлена кривая 4 рис. 6.14, б. Будем, 
начиная с нуля, плавно увеличивать напряжение источника ЭДС в схе­
ме 6.14, а . При этом изображающая точка на рис. 6.15, а  перемещается от 
точки 0 через точку 1 к точке 2. Если напряжение и дальше повышать, то 
изображающая точка скачком переместится из точки 2 в точку 4, а затем 
движение будет происходить по участку 4 -5 .
а б
Рис. 6.15. Нелинейная зависимость тока цепи 
с явлением резонанса напряжения: 
а -  кривая исследования; б -  график исследования
При уменьшении напряжения изображающая точка перемещается от 
точки 5 через 4 к точке 2, затем произойдет скачок в точку 1 и далее от
точки 1 к точке 0. Таким образом, при увеличении напряжения и достиже­
нии им значения U2 в цепи происходит скачкообразное увеличение тока со 
значения /2 до /4. При этом резко изменяется сдвиг фаз между током в цепи 
и общим напряжением: в точке 2 ток отстает от напряжения (UL> U(;), 
в точке 4 ток опережает напряжение (Uc> UL). При плавном уменьшении 
напряжения источника ЭДС и достижении им значения U\ ток в цепи скач­
ком уменьшается со значения /3 до І\ .
Явление резкого изменения тока в цепи при незначительном измене­
нии напряжения на входе будем называть триггерным эффектом в после­
довательной феррорезонансной цепи.
Если схему рис. 6.14, а подключить к источнику напряжения £/, на­
пряжение которого находится в интервале между Ь\ и U2, то в схеме уста­
новится один из двух возможных режимов. Первый режим соответствует 
положению рабочей точки на участке между точками У и 2, второй -  на 
участке между точками 3 и 4.
На каком из двух участков окажется рабочая точка, зависит от харак­
тера переходного процесса в цепи при подключении ее к источнику ЭДС.
Феррорезонансом напряжений называют режим работы цепи (см. 
рис. 6.14, я), при котором первая гармоника тока в цепи совпадает по фазе 
с напряжением источника ЭДС. На рис. 6.14, б построены ВАХ для дейст­
вующих значений: феррорезонанс напряжений приблизительно соответствует 
точке р  (находится немного левее ее). Феррорезонанса напряжений можно 
достичь изменением величины напряжения или частоты источника питания 
схемы, а также изменением емкости и параметров нелинейной индуктивности.
Пример 4
Полагая R—>0, определить емкость конденсатора, который следует 
включить последовательно с нелинейной индуктивностью (см. рис. 6.16, а), 
чтобы триггерный эффект происходил при 60 В. Кривая / на рис. 6.16, б 
представляет собой ВАХ нелинейной индуктивности. Во сколько раз после 
скачка /4 будет больше тока до скачка /2, если ш = 314 с-1?
Решение
Из точки U =  60 В, 1 = 0  проводим касательную к ВАХ индуктивно­
сти. Касание произойдет в точке а. ВАХ конденсатора (прямая) должна 
быть проведена из начала координат параллельно касательной. Тангенс уг­
ла наклона ее к оси абсцисс численно равен .
Из рис. 6.16, в находим = 600 Ом; С = 314 . 500 = мкС^










Рис. 6.16. Схема и графики построения для примера 4:
а -  схема параллельного соединения конденсатора и нелинейной катушки; б -  ВАХ 
параллельного соединения конденсатора и нелинейной катушки; в -  ВАХ нелинейной
индуктивности
В схеме на рис. 6.16, а параллельно соединены нелинейная индуктив­
ная катушка L и конденсатор емкостью С. ВАХ катушки со стальным сер­
дечником изображена кривой / на рис. 6.16, б, а конденсатора -  прямой 2.
По первому закону Кирхгофа I = i c + IL. Так как токи находятся 
в противофазе, то точке р  пересечения кривой / и прямой 2 соответствует 
режим феррорезонанса токов -  ток / = 0. Результирующая ВАХ всей схемы 
изображена в виде штриховой линии 3 рис. 6.16, б (абсциссы кривой 3 рав­
ны модулю разности абсцисс кривой 1 и прямой 2). Кривая 3 рис. 6.16, б 
повторена на рис. 6.16, в с тем отличием, что на рис. 6.16, в учтено, что 
в режиме феррорезонанса токов (точка d) ток 1 в неразветвленной части 
схемы до нуля не снижается за счет наличия высших гармоник и активной 
составляющей первой гармоники в токе 7/ .
6.5.3. Триггерный эффект в параллельной 
феррорезонансной цепи
Если схему (см. рис. 6.16, а) питать от источника напряжения, плав­
но увеличивая напряжение этого источника при неизменной частоте, то 
изображающая точка пройдет без скачков по всем участкам ВАХ схемы. 
Если же схему питать от источника тока, то при плавном увеличении тока 
этого источника и неизменной угловой частоте ш изображающая точка
(см. рис. 6.16, в) будет сначала перемещаться по участку 0 - е - а ,  затем про­
изойдет скачок и за ъ Ь ,  после этого движение будет происходить по участку 
b -  с. При последующем плавном уменьшении тока движение будет проис­
ходить от с через Ъ к d, затем произойдет скачок из d  в е и далее от е к 0. Об­
ратим внимание на то, что режим феррорезонанса токов в схеме на 
рис. 6.16, а и режим феррорезонанса напряжений в схеме на рис. 6.14, а могут 
быть достигнуты изменением входного напряжения U при фиксированных уг­
ловой частоте со, емкости С и неизменной ВАХ нелинейной индуктивности.
Пример 5
ВАХ катушки со стальным сердечником в схеме на рис. 6.16, а изо­
бражена в виде кривой / на рис. 6.17. Пренебрегая резистивным сопротив­
лением и высшими гармониками, определить емкость конденсатора С, ко­
торый нужно включить в схеме на рис. 6.16, д, чтобы триггерный эффект 
имел место при токе / 2 = 0,15 А; со = 314 с-1.
Решение
На рис. 6.17 откладываем значение тока/2 влево от точки 0; получаем 
точку г. Из нее проводим штриховую касательную к кривой /  в точке п. Через 
точку п проводим горизонталь. Ее ордината равна напряжению U2= 112 В, 
при котором произойдет триггерный скачок. Из точки 0 проводим прямую 2, 
параллельную касательной гп. Прямая 2 представляет собой ВАХ конденса­
тора. Абсцисса точки q (0,265 А) равна току через конденсатор при напряже- 
1 112
нии U2. Следовательно, = q^65 = ^22 Ом; С = 7,54 мкФ.
6.6. Расчет цепей, содержащих индуктивные катушки, 
сердечники которых имеют почти прямоугольную 
кривую намагничивания
Кривые намагничивания некоторых высококачественных магнито­
мягких материалов, например 65НП, 68НМП и др., близки по форме к пря­
моугольной: на участке 0 - а  (рис. 6.18, а) кривая почти совпадает с осью 
ординат, а на участке а -  b расположена почти параллельно оси абсцисс.
На рис. 6.18, а штриховой линией показана предельная петля гисте­
резиса. Коэрцитивная сила Нс для таких материалов очень мала и составля­
ет 1-10 А/м.
Расчет электрических цепей переменного тока, содержащих индук­
тивности, сердечники которых выполнены из упомянутых магнитных ма­
териалов, обычно производят с помощью метода кусочно-линейной ап­
проксимации. Для облегчения расчета кривую намагничивания заменяют 
идеально прямоугольной (пис 6 18 ,/Т). У ч астк и -/-  / и 2 — 3 параллельны 
оси абсцисс, а участок 1 - 2  совпадает с осью ординат.
а б д
Рис. 6.18. Изображения для расчета цепей, 
содержащих индуктивные катушки: 
а -  прямоугольная кривая намагничивания: б -  идеальная прямоугольная кривая 
намагничивания; в -  схема, содержащая источник ЭДС и катушку с сердечником; 
г -  зависимость потокосцепления; д -  этапы перемагничивания сердечника
Если изображающая точка перемещается по участку 1 - 2 ,  то изме­
няется только индукция в сердечнике при напряженности поля в сердечни­
ке, почти равной нулю. При движении изображающей точки по участкам 
4 - 1  и 2 -  3 меняется только напряженность поля //, а индукция в сердеч­
нике остается неизменной.
Пример б
Схема (рис. 6.18, в) состоит из источника синусоидальной ЭДС 
е = £msinco/, индуктивности с заданной зависимостью потокосцепления у  
от тока і и резистора с сопротивлением R. Вывести формулу для определе­
ния у  и / и построить графики изменения у  и / во времени в установившем­
ся режиме.
Решение
Так как потокосцепление \|/ равно произведению индукции в сердеч­
нике В на площадь поперечного сечения сердечника и на число витков об-
Н '1мотки: у  = ÄSw, а по закону полного тока ток і , т - е - пропорциона­
лен напряженности магнитного поля в сердечнике, то зависимость пото­
косцепления у  от тока і (рис. 6.18, г) качественно такая же, как и зависи­
мость В = / ( / / )  (см. рис. 6.18, б). Имеем
chf
£/fiSinü)/.
В интервале времени от со/ = О до со/ = со/i (назовем его первым ин­
тервалом) ток / = 0 , все напряжение приходится на индуктивную катушку 
фу .
j  = £„,sinco/ и потокосцепление у  изменяется о т -у „ , до +у,„ (изображаю­
щая точка на рис. 6.18, д перемещается от 1 к 2).
В этом интервале сЬу = £„,s in со/eft, следовательно,
Ку  = — -COSCO/ + C , 
со
где С -  постоянная интегрирования.
Во втором интервале времени от со/ = со/і до со/ = я потокосцепле-
с/у л
ние у  остается постоянным и равным у т : = 0; также получим
/?/ = £ wsinco/
или
/ = “^ ~51П(0/.
Таким образом, во втором интервале времени ток / изменяется по за­
кону синуса, потокосцепление у  постоянно и равно \|/т . При этом изобра­
жающая точка перемещается по участку 2 - 3  (см. рис. 6.18, д).
Найдем постоянную интегрирования С и значение со/і. Для этого мо-
^  + С. Отсюда С = - \ |/т  + Ет 
Для нахождения со/i учтем, что при со/ = со у  = у„,. Получим
мента времени у  = - у т , поэтому -у „ , = — у — .
Отсюда
F Ел . L-m
= “ 1 7 C0SÜ),1 -  Vm + ~  •
COSCO/i =  1 -  г
И Л И
2coyw
со/i = arccos(l -  rp ).
Характер изменения тока /, потокосцепления у  и ~^9 когда < 1,
показан на рис. 6.18, д.
Если амплитуда ЭДС Е,„ < соут , то второго интервала времени не
возникнет, т. е. ток / = 0 в течение всего периода.
Отметим, что если учитывать гистерезис, то перемагничивание сер-
cfaf chи
дечника будет происходить при токе / Ф 0. При > 0 і = /с, при ^  < 0 / = — /с
(см. пунктир на рис. 6.18, с)). Т о к /г соответствует коэрцитивной силе Нс 
(см. рис. 6.18, а).
Контрольные вопросы и задания
1. Какие векторные величины характеризуют магнитное поле?
2. Какие основные понятия связаны с петлей гистерезиса?
3. Что характеризует площадь гистерезисной петли?
4. Назовите основные законы магнитного поля.
5. В чем заключаются основные допущения, применяемые при рас­
четах магнитных цепей?
6. Проведите аналогию между электрическими и магнитными полями.
Глава 7. МАГНИТНЫЕ ЦЕПИ С ПОСТОЯННОЙ 
И ПЕРЕМЕННОЙ МАГНИТОДВИЖУЩИМИ СИЛАМИ
7.1. Понятия дросселей насыщения 
и магнитных усилителей
Магнитными цепями с постоянной и переменной МДС называются 
цепи, магнитный поток в которых создается несколькими обмотками; одна 
часть из них питаются постоянным током, а другая часть -  переменным.
Для упрощения обмотку с ферромагнитным магнитопроводом можно 
рассматривать как элемент с чисто индуктивным сопротивлением, значение 
которого существенно зависит от длины воздушного зазора магнитопровода.
Если обмотку с ферромагнитным магнитопроводом включать в цепь 
какого-либо приемника, то, изменяя длину воздушного зазора, можно ре­
гулировать ток, напряжение и мощность приемника. Однако необходи­
мость изменения длины воздушного зазора, приводит к усложнению конст­
рукции и затрудняет автоматизацию процесса регулирования. Поэтому 
в настоящее время получил распространение другой способ изменения ин­
дуктивного сопротивления обмотки с ферромагнитным магнитопроводом, 
заключающийся в подмагничивании магнитопровода дополнительной об­
моткой, питаемой постоянным током.
Обмотку с ферромагнитным магнитопроводом, сопротивление кото­
рой изменяют путем подмагничивания магнитопровода постоянным током, 
называют управляемым реактором (дросселем насыщения). Дроссели на­
сыщения применяются, например, для регулирования частоты вращения 
двигателей, освещения, в выпрямительных установках с регулируемым на­
пряжением.
Одна из важнейших особенностей дросселей насыщения состоит в том, 
что при определенных условиях приращения тока, напряжения или мощно­
сти приемника, включенного в цепь катушки переменного тока, оказываются 
значительно больше приращений тех же величин обмотки постоянного тока. 
Указанная особенность позволяет использовать дроссели насыщения в каче­
стве усилителей сигналов, подаваемых в обмотку с постоянным током.
Дроссели насыщения, разработанные с учетом некоторых специфи­
ческих требований, предъявляемых к усилителям (линейность характери­
стики управления, быстродействие и др.), и предназначенные специально 
для усиления сигналов, называются магнитными усилителями (МУ).
Магнитные усилители получили в настоящее время достаточно ши­
рокое распространение, так как имеют ряд достоинств. Они могут быть из­
готовлены на любую мощность, имеют практически неограниченный срок 
службы, надежны в работе, допускают значительные перегрузки, не нуж­
даются в постоянном наблюдении и уходе, дают возможность усиливать 
одновременно несколько сигналов. Недостатком МУ по сравнению с элек­
тронными усилителями является их большая инерционность.
Чтобы уменьшить переменную составляющую тока в цепи управле­
ния, обмотка должна охватывать в этом случае сразу два стержня магнито- 
проводов. Цепь обмоток управления является входной цепью МУ, цепь ра­
бочих обмоток -  его выходной цепью.
Магнитный усилитель называется усилителем с выходом на пере­
менном токе (рис. 7.1, а). Если приемник рассчитан на питание постоян­
ным током, то его включают в цепь рабочих обмоток через выпрямитель­
ный мост. Магнитный усилитель в этом случае называется усилителем 
с выходом на постоянном токе (рис. 7.1,6).
а б
Рис. 7.1. Магнитные усилители: 
а -  схема МУ с выходом на переменном токе; 
б -  схема МУ с выходом на постоянном токе
Кроме магнитопроводов прямоугольной формы МУ имеют магнито- 
проводы круглой и овальной формы. Вместо двух магнитопроводов неко­
торые МУ имеют один трехстержневой.
Обычно МУ снабжают несколькими обмотками управления, что дает 
возможность усиливать одновременно несколько сигналов, а также воздейст­
вовать на свойства и характеристику МУ. В зависимости от назначения 
обмоткам присваиваются соответствующие названия (обмотка управления, 
обмотка обратной связи по току, обмотка смещения и т. д.).
7.2. Простейшая управляемая нелинейная 
индуктивность
Простейшая управляемая нелинейная индуктивность изображена на 
рис. 7.2. Она образована обмотками w\ и w0, намотанными на замкнутый 
ферромагнитный сердечник.
/
Рис. 7.2. Простейшая управляемая нелинейная индуктивность
Обмотка и»! включена в цепь переменного тока, и по ней проходит 
переменный ток /, содержащий первую и высшие гармоники.
Обмотка управления (подмагничивания) w0 присоединена к источни­
ку постоянной ЭДС Ео через дополнительную индуктивность L0 и регули­
руемое резистивное сопротивление R0. По обмотке w0 протекает постоян- 
w , Ео
Н Ы И  Т О К  / о  =  т т .
Хотя переменный магнитный поток и наводит в обмотке н 0 перемен­
ную ЭДС, но переменный ток по ней практически не проходит, так как до­
полнительная индуктивность /,0 образует для переменного тока достаточно 
большое индуктивное сопротивление.
Пусть приложенное к обмотке w \ напряжение равно Umcosu>t. Это на­
пряжение равно ЭДС самоиндукции, взятой с обратным знаком (активное 
сопротивление обмотки w\ считаем весьма малым):
d<t> тг 
и = - e L = w ij j -  = r.7mcosco/.
Отсюда магнитный поток
Ф = -^"sinw / + Ф0 = Ф/иБІПО)/ + Ф0 ,
где Фт -  амплитуда переменной составляющей магнитного потока;
Ф0 -  постоянная составляющая магнитного потока.
Управляемая нелинейность позволяет путем изменения постоянного 
тока І0 в обмотке w0 управлять переменным током /.
Принцип управления режимом ее работы и характер изменения во 
времени отдельных величин поясним с помощью рис. 7.3, где кривые 
Ф = / ( # / )  представляют собой зависимости потока Ф в сердечнике от про­
изведения напряженности магнитного поля Н на длину средней магнитной 
линии / сердечника.
Построения на рис. 7.3, а  соответствуют случаю, когда /0 = 0, а на 
рис. 7.3, б -  когда /0 ф 0. На обоих рисунках переменная составляющая по­
тока Ф ^іпо)/ одинакова. Для рис. 7.3, а постоянная составляющая потока 
Ф0 = 0, для рис. 7.3, б Фо^О. На кривых Ф =/(со/), Ф = /(Я /) и iw\ =/((ог) 
наиболее характерные соответствующие друг другу точки обозначены 
одинаковыми буквами.
Построения производим в такой последовательности.
Сначала откладываем значения постоянной составляющей потока Ф0 
и строим кривую Ф^іпсо/. Затем произвольно задаемся различными момен­
тами времени, например равными о( = 0; я/2; л; 3/2я; 2я; для каждого значе­
ния со/ с помощью кривой /( / / / )  находим соответствующие значения H I 
и строим кривую iw 1 + J0w0 =/(ü>/) (для рис. 7.3, а /0и>о = 0). Ось времени для 
этой кривой направлена вертикально вниз и проходит через точки а, с, е 
в нижней части рисунка. Ток і не содержит постоянной составляющей, так 
как в цепи обмотки w\ нет источника постоянной ЭДС и выпрямителей.
а
Рис. 7.3. Графики управляемой нелинейности: 
а -  принципы управления: б -  характер изменения во времени отдельных величин
Прямая А-А (рис. 7 .3 ,6) является нулевой линией для кривой iwі =/(со/). 
Ток / изменяется относительно этой прямой так, что среднее значение его 
за период от ©/ -  0 до ©/ = 2тг равно нулю.
Другими словами, проводим прямую А-А так, чтобы площадь S\ бы­
ла равна площади S2. Расстояние, на которое удалена прямая А-А  от оси 
ординат, равно I0w0.
Полезно сопоставить выводы, сделанные в общей форме, с теми выво­
дами, которые применительно к нелинейному индуктивному элементу следу­
ют из рассмотрения рис. 7.3. Сопоставимыми величинами являются jк-Ф\ у -  
(iw 1 +  /он-о); х0 -  Фо, хт -  Фт; у0 -  Шо, У = / ( с о / )  -  ( w ,  +  / 0ѵѵ0 ) = / ( © / ) :
1) ранее утверждалось, что путем изменения у 0 можно влиять на ам­
плитуды первой и высшей гармоник функции у  = /(© /). Этот вывод под­
тверждается построениями на рис. 7.3 -  амплитуды первой и высших гар­
моник функции iw\ = /(© 0  зависят от I0w0 (чем больше /0w0, тем больше 
амплитуда первой гармоники тока /);
2) уо зависит не только от Ф0, но и от Фт . Из построений рис. 7.3 сле­
дует, что и I0w0 зависит не только от Ф0, но и от Фш;
3) при наличии постоянной в составе функции х в кривой у  = /(© /) по­
являются четные гармоники. Из рис. 7.3, б следует, что при наличии по­
стоянной составляющей магнитного потока Ф в кривой iw\ = /(© /) появля­
ются четные гармоники -  кривая = /(© 0  несимметрична относительно 
прямой А-А.
Запишем потоки по сердечнику через индукции и сечения:
Фт — Вт ' В,
Фо = Во * S,
где Вт -  амплитуда переменной составляющей индукции;
Во -  постоянная составляющая индукции.
и т
Из этого следует, ч то -----------7 .^  ’ ш • W\ • S
Если магнитную индукцию Вт выражать в Гс, S -  в см2, Um заменить 
на ГЛ/2, где U -  действующее значение напряжения на обмотке w\, то
_ yJlU • 108 _  С/-10*
2nßi\S ~ 4,44ß i\S
Формула дает возможность найти амплитуду переменной состав­
ляющей магнитной индукции по амплитуде синусоидального напряже­
ния Um, частоте/, числу витков \ѵ\ и сечению S. По закону полного тока 
произведение напряженности поля Н  на длину средней магнитной линии / 
должно быть равно алгебраической сумме МДС:
HI = ІМ’\ + IqWq.
Так как ток / содержит первую и высшие гармоники, то данное урав­
нение распадается на ряд уравнений: на уравнение для постоянных состав­
ляющих, уравнения для первой гармоники, второй гармоники и т. д. 
Уравнение для постоянных составляющих запишем в виде
/о  ' И ’ о =  Н о ’ / ,
где Но -  постоянная составляющая напряженности поля.
Переменный ток і содержит первую, вторую и другие высшие гар­
моники, но постоянной составляющей не содержит, так как в цепи обмот­
ки ѵѵі нет источника постоянной ЭДС и выпрямителей.
Уравнение для первой гармоники запишем в виде
Лет ' W] — Н]т ' /,
где Лет -  амплитуда первой гармоники тока /;
Н\т -  амплитуда первой гармоники напряженности поля.
Аналогично
/ - и  / и -  !0 ‘ Н ’°Лет ’ W1 ~ Нщх ' Л Но -  j ,
Лет* ѴГ, „  І2т'Ѵ> 1 
/Лет = ---- ]---- , /Лет = ---- ]----- И Т. Д.
7.3. Устройство магнитных усилителей
Один из вариантов устройства МУ показан на рис. 7.1, а. Магнит­
ный усилитель состоит из двух ферромагнитных магнитопроводов, на 
каждом из которых расположены рабочая обмотка ОР и обмотка управ­
ления ОУ. Для уменьшения потерь мощности магнитопроводы изготов­
ляют из отдельных стальных листов. В некоторых случаях применяют фер- 
ритовые магнитопроводы. Рабочие обмотки соединяют параллельно либо 
последовательно и подключают к источнику переменного тока. В цепь
рабочих обмоток включен приемник электрической энергии гп. Обмотки 
управления соединены последовательно и получают питание от источни­
ка постоянного тока. Существенным является то, что обмотки управления 
включены встречно. Это дает возможность значительно уменьшить пере­
менную составляющую тока в цепи управления. В обмотку управления 
может быть включен любой внешний источник сигналов, который будет 
управлять величиной Uy.
7.4. Принцип действия магнитных усилителей
Для выяснения принципа действия МУ рассмотрим зависимость тока 
/ рабочей цепи от степени подмагничивания магнитопроводов постоянным 
током управления /у. В целях упрощения будем считать, что потери мощ­
ности в магнитопроводе, потоки рассеяния и активные сопротивления ра­
бочих обмоток и потребителя равны нулю. На основании известных соот­
ношений для идеализированной катушки с ферромагнитным магнитопро- 
водом можно утверждать следующее.
В случае равенства индуктивных сопротивлений двух самоиндукций 
рабочих обмоток и если напряжение источника изменяется по закону
и
и = Umsin(a)/ + л/2), е х = е2 = = £mSin(cof -  л/2). Потоки в магнитопрово-
дах найдем по формулам
Ф! = Owsinco/ + Ф0,
Ф2 = Ф/nSinG)/ -  Фо,
где Ф0 -  постоянная составляющая магнитных потоков от тока /у; при 
отсутствии подмагничивания постоянным током (/у = 0) Ф0 = 0. 
Следует обратить внимание на то, что при сделанных допущениях 
амплитуда магнитных потоков Фш зависит исключительно от значения на­
пряжения источника переменного тока и, в частности, не зависит от степе­
ни подмагничивания магнитопроводов постоянным током.
Для построения графика рабочей цепи МУ необходимо иметь графи­
ки отдельно Фі(г) и Ф2(/), а также магнитные характеристики Ф і(^і) 
и Ф2(^ 2), где FI и F2-  результирующие МДС обмоток, расположенных на 
первом и втором магнитопроводах.
Графики Фі(/) и Ф2(/) можно построить по приведенным выше выра­
жениям. Для построения магнитных характеристик необходимо произве­
сти расчет магнитной цепи.
На рис. 7.4, а приведены графики Ф і(^ ), Ф2^ 2), а также графики Фі(/), 
Ф2(/), Fi(/) и F2(t) для случая, когда подмагничивание магнитопровода отсут­
ствует (Ф0 = 0). Построение графиков Fi(/) и F2(/) производится в таком по­
рядке. Задаемся, например, магнитным потоком Ф', = Ф'2 = Ф ', после чего по 
графику Фі(/) находим время/', а по графику Ф ^ Г ^ -М Д С  /^ '= F 2' = F ' ;  
в системе координат F b / при времени f  откладываем МДС f | ' .
Когда подмагничивание магнитопроводов отсутствует, F\ = i \ ‘ W 
и F2 = /2 * w. Сложив МДС, получим Fi + F2 = (/’i + /2) * w.
Fi + F2
Но /і + i2 = поэтому Fi + F 2 = iw, откуда / = ^  .
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Рис. 7.4. Графики принципа действия МУ: 
а -  зависимость тока рабочей станции от подмагничивания магнитопроводов; 
б -  зависимость тока рабочей станции от МДС
Как видно, ток / рабочей цепи пропорционален сумме МДС. Сложив 
МДС Fj и F2 при различных значениях времени, получим график F} + F2 = /(/), 
представляющий собой в другом масштабе график тока / (/).
Графики Фі(/м), Ф2(/г2), а также графики Фі(/), Ф2(у), Fi(t) и F2(t) при 
подмагничивании магнитопроводов постоянным током приведены на рис. 7.4. 
Построение графиков F\(t) и F2(t) производится в порядке, изложенном выше. 
При подмагничивании магнитопроводов Fi = i\W + Iy*y и F2 = /2ѵѵ -  1}*т
После сложения МДС получим F{ + F2 = {i\ + /2) * w = ж \ откуда, как 
Fi + F->
и раньше, і = -----;—=.W
Г рафик Fi + F2 = /( /)  на рис. 7.4, б в другом масштабе представляет 
собой график тока /'(/).
Сравнивая графики /(/) МУ без подмагничивания и с подмагничивани- 
ем, видим, что во втором случае максимальное значение тока і заметно боль­
ше. Наибольшее значение максимального тока получается тогда, когда магни- 
топроводы полностью насыщены в течение всего периода изменения потоков.
Если несинусоидальный ток і рабочей цепи заменить эквивалентным 
синусоидальным током, то последний будет сдвинут по фазе относительно 
напряжения источника на 90 °. Учитывая это, рабочие обмотки можно рас­
сматривать как элементы, имеющие некоторое индуктивное сопротивле­
ние *0, связанное с действующими значениями напряжения и эквивалентного
синусоидального тока рабочей цепи соотношением х0 = у , где Іу -  управ-
Уу
ляющий ток.
Значение сопротивления х0 при данном напряжении источника зави­
сит от степени подмагничивания магнитопроводов постоянным током. При 
/у = 0 сопротивление х0 будет наибольшим. Наименьшее сопротивление х0 
получим при таком токе /у, при котором магнитопроводы оказываются 
полностью насыщенными в течение всего периода изменения потоков.
Если в цепь рабочих обмоток включить приемник электрической энер­
гии, то, изменяя с помощью тока управления индуктивное сопротивле­
ние *о, можно менять ток, напряжение и мощность потребителя.
Расчет МУ производят обычно таким образом, чтобы при отсутствии 
подмагничивания амплитуда магнитных потоков была наибольшей, но 
чтобы магнитопроводы не были насыщены в течение всего периода изме­
нения потоков.
С целью уменьшения тока / приемника при /у = 0, а также тока /у, не­
обходимого для перевода магнитопровода в полностью насыщенное со­
стояние в течение всего периода изменения магнитного потока, магнито- 
проводы МУ изготовляют обычно из ферромагнитного материала с «прямо­
угольной» петлей гистерезиса (рис. 7.5, а) и стремятся свести к минимуму 
воздушные зазоры в магнитопроводе.
7.5. Соотношения между токами и характеристика 
управления магнитными усилителями
Для анализа и расчета электрических цепей, содержащих МУ, при­
меняются два метода. Первый из них основан на использовании ВАХ, свя­
зывающих действующие значения эквивалентного синусоидального на­
пряжения и тока рабочей цепи при различных токах управления. Этот ме­
тод дает достаточно точные результаты, но отличается громоздкостью и не 
позволяет получить простые аналитические соотношения, пригодные для 
анализа и расчета электрических цепей.
а б в г
Рис. 7.5. Кривые намагничивания и магнитная характеристика:
а -  реальная петля гистерезиса; б -  идеализированная петля гистерезиса, 
в -  кривая намагничивания; г -  магнитная характеристика
Второй метод основан на замене реальной «прямоугольной» петли 
гистерезиса (рис. 7.5, а) идеализированной петлей (рис. 7.5, б), которой со­
ответствуют средняя кривая намагничивания и магнитная характеристика, 
приведенные на рис. 7.5, в, г. Такая замена позволяет получить относи­
тельно простые аналитические соотношения, хорошо совпадающие с опыт­
ными данными.
В теории магнитных усилителей доказывается, что в случае идеали­
зированной петли гистерезиса при параллельном соединении рабочих об­
моток между средним значением тока приемника и током управления су­
ществует соотношение
I = 21' ср ^Jy w ’
т. е. среднее значение тока приемника прямо пропорционально току управ­
ления.
Приведенное соотношение справедливо до тех пор, пока при увели­
чении то к а /у т о к /Ср не достигнет наибольшего значения/ср тах. Это про­
изойдет при таком токе 7у max, при котором сердечники будут насыщены 
в течение всего периода изменения питающего напряжения, а индуктивное 
сопротивление рабочих обмоток станет равным нулю. Если учесть, что ток 
рабочей цепи изменяется при этом примерно по синусоидальному закону, 
и считать, что активное сопротивление рабочих обмоток намного меньше 
сопротивления потребителя (г -с  гп), ток тах можно определить следую­
щим образом:
'ср max Гп 1?Ц Г п ’
где Ucр и U -  среднее и действующее значения напряжения источника
переменного тока;
гп -  сопротивление потребителя.
Ток /у max, при котором появляется ток /ср max? вычисляем как 
/  = 0 5 /  w ■ 0,5Ucp'W ° ’5 U 'Wушах » ершах і і і
Wv V W y
При /у >  /у max ТОК / ср б у д е т  ОСТЭВЭТЬСЯ ПОСТОЯННЫМ И равным / ср max*
Зная ток /ср, легко определить напряжение на приемнике:
U = I • гw n c p  7ср 'п *
При /у = /у щах среднее напряжение потребителя достигает наиболь­
шего значения и при г « г п практически равно среднему напряжению сети:
U
U n  ср max — 7ср max ‘ **п — ^ /ср  1 1 1 *
ѴІУ
Рис. 7.6. Характеристики управления: 
а -  идеальная; 6 -  реальная
Важнейшей характеристикой МУ является характеристика управле­
ния, представляющая собой зависимость между токами /ср и /у. Характери­
стика управления МУ, построенная в соответствии с замечанием в отноше­
нии наибольших значений /ср тах и / утах, приведена на рис. 7.6, а. Измене­
ние направления тока /у не оказывает влияния на ток рабочей цепи, поэто­
му характеристика /ср (7У) симметрична относительно оси ординат. При из­
менении напряжения U или сопротивления гп будет соответствующим об­
разом изменяться ток / ср а также ток /у тах.
Вследствие того что кривая намагничивания ферромагнитных мате­
риалов отличается от идеализированной, а также из-за потоков рассеяния, 
характеристика управления реального МУ (рис. 7.6, 6) несколько отлича­
ется ог рассмотренной. Однако если магнитопровод МУ выполнен из ма­
териала с «прямоугольной» петлей гистерезиса, то характеристики отли­
чаются незначительно и практически можно пользоваться идеализирован­
ной характеристикой управления, приведенной на рис. 7.6, а.
Следует отметить, что при 0 < /у < /утах форма кривой тока рабочей 
цепи /(/) МУ существенно несинусоидальна. Она зависит от способа со­
единения рабочих обмоток, значения сопротивления цепи управления 
и может быть весьма разнообразной.
7.6. Коэффициенты усиления магнитных усилителей
К числу важнейших величин, характеризующих усилители, относят­
ся их коэффициенты усиления. Различают коэффициенты усиления по то­
ку, напряжению и мощности.
Коэффициент усиления МУ по току представляет собой отношение 
приращения тока приемника к приращению тока управления. Он может 
быть определен с помощью характеристики управления (см. рис. 7.5, а) та­
ким образом:
Как видно, коэффициент усиления по току есть величина постоянная 
для данного МУ.
Коэффициент усиления МУ по напряжению представляет собой от­
ношение приращения напряжения приемника к приращению напряжения 
обмотки управления:
* Д/у /у2 /уі
Если считать характеристику управления идеальной, то получим
w
Если заменить то
Кроме зависимости от параметров МУ коэффициент усиления по на­
пряжению зависит от сопротивления гп приемника и возрастает при его 
увеличении.
Коэффициент усиления МУ по мощности представляет собой отно­
шение приращения мощности приемника к приращению мощности обмот­
ки управления:
Если заменить средние токи приемника токами управления, то
Коэффициент усиления кр зависит как от параметров МУ, так и от 
сопротивления приемника. При увеличении гп коэффициент усиления воз­
растает.
1. Почему первая гармоника разложения кривой тока /(/) при учете 
гистерезисной петли отстает от напряжения на угол меньше 90 °?
2. Опишите принцип действия МУ.
3. От чего зависит коэффициент усиления магнитного усилителя?
£  _  Д ^с р  _  Г п * ( ^ с р 2  / с р . )
Контрольные вопросы и задание
Данное учебное пособие соответствует пятой части раздела «Линей­
ные электрические цепи» дисциплины «Теоретические основы электротех­
ники», изучаемой студентами вузов, осуществляющих подготовку педаго­
гов и инженеров по электротехническим направлениям. Пособие может 
быть также использовано в целях углубления изучения дисциплин «Элек­
тротехника и электроника» и «Электрические цепи и сигналы».
Пособие включает в себя основные сведения о физических процес­
сах, происходящих в нелинейных электрических цепях; рассмотрены во­
просы преобразования нелинейных элементов в цепях; представлены гра­
фические изображения нелинейных элементов. Рассмотрены основные 
принципы методов расчета нелинейных электрических цепей с последова­
тельным и параллельным соединением элементов на постоянном токе, 
с помощью метода эквивалентного генератора и метода двух узлов. При­
ведено теоретическое описание расчета цепей при воздействии постоянно­
го и однофазного синусоидального тока. Рассмотрен пример расчета цепи, 
содержащей источники постоянного и переменного сигнала.
Данное пособие служит теоретической базой при изучении специ­
альных дисциплин электротехнического направления, а также может быть 
полезно молодым преподавателям при подготовке практического курса за­
нятий.
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